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第 一 章 。 线 性 算 子 近 近 


本 音 以 经 典 的 Weierstrass 台 近 定理 为 起 态 ， 讨论 各 种 线性 
臭 于 的 通 近 性 质 。 


$1. Weierstrass 囊 近 定理 


+ Em 


没 f(x) 是 有 界 闭 区 间 | [a, 外 上 的 连续 函数 ,关于 f(x) 在 
[a, 2] :上 可 用 多 项 式 序列 {ps(x)} 来 一 致 通 近 的 重要 人 性质 , 正 是 
下 述 Weierstrass 定理 。 

定理 1 (Weierstrass) 设 f(x) 于 有 界 闭 区 间 [a, 6] 上 连 
续 , 则 对 任 给 的 s > 0, 恒 存在 多 项 式 bx)， 使 得 对 [a, 6] 上 一 
切 *;, 一 致 地 有 

6D ~ pO < es a <*<b. (1.1) 
证明 不 失 一 般 性 ,可 设 [4， 6] = [0, 1], 5I 入 Bepamreiin 
多 项 入 


BlfO); x = 号 (人 ea 一 (2 z 


并 证 在 [9, 1] 上 一 _ 致 地 有 
lim B,[f(2); x] 一 f(x)., 


i 


先 来 计算 
T= > Wt- 一 op 


k=0 
一 己 [人 (KR 一 1) 一 Coz - 一 了) 十 xpox(z)， 
其 中 


Pail%) 一 ( ) ztG — zr)" 
因为 显然 
»3 prar(%) 三 1 ， 
k=0 


> Rpt x) = nx 3 ( ) Xi (1 — x) em nr, (1.3) 


i= 0 


= 0 i=0 


7 - 一 2 — 2 
Dy kt Dona ~ nln — DoD (#1) 


从 而 
T= mr — (2hr — 1)nr 二 + n(nC— 1 x? 一 nx (1 — x). 


因为 当 0 委 xx 迄 1 时 ，xf(1 一 *) < 二 。 从 而 . 


p> pa Ce) < < D> (* 一 Ee) pot Cx) 
|$-=|>: [| 
<Li7r< 1 (1.4) 
2 4n6 


根据 f(x) 于 [0, 1] 上 的 连续 性 可 推 知 f(x) 的 一 致 连续 性 ， 即 
对 于 任 给 e > 0 都 有 5 之 0 存在 ,使 得 当 |* 一 x| 之 8 时 ,有 


f(x) ~— f(x ) 一 s。 
于 是 


He 一 Bu[fe zx]| - ba [Fo —1 (< )| pad) : 


< 之 Ho) -1(4) pra(%) 
+ A 


二 过 电 


其 中 第 一 项 < 之。 了) pi(x) 一 6, 而 第 二 项 和 式 和 2M(4z52)-， 
+=0. | 
M 一 max|f(x)1。 于 是 : 


f(x) 一 Bo[KD3 x]| < 8 + M(2n0°)™. 
只 须 ”充分 大 > 则 由 上 式 可 得 , 
z [f(x) — Blf(2); x]| 一 28e，0 委 xz* 委 1. 
本 定理 的 证 明 是 一 种 构造 性 的 证 明 方法 。 它 不 仅 证 明了 多 项 
式 序列 {ps(x)} 的 存在 性 ， 而 且 给 出 了 多 项 式 .加 (x) 的 具体 形 
式 'B,[f(z); x]。 所 以 我 们 可 以 认为 这 是 一 种 构造 性 证 法。 关于 
Pepanrrejia 多 项 式 的 详细 论述 ， 请 参阅 G. G，Lorentz 的 名 著 
( 见 文 献 [1]). 

文献 [11 中 ,还 介绍 了 Bepamreita 多 项 式 的 多 元 推广 . 
“乘积 型 的 推广 设 Km zy: A 是 在 & 维 立方 体 5 = 
{Cris zxk)10 委 zi 委 1 一 1, 2 人 } 上 有 定义 的 有 界 函 
数 ,《 维 乘积 型 Bepgrireiia 多 项 式 为 
Bs nk XLS" ** > xk) 


法 -™.. 3 [CR 2 


| we 0 vkRe 0 好 1 | 7 


| eG ae 


、\ 和 1 


T. H. Hildebrandt 和 1. Jj. Schoenberg 指出 : 在 函数 He» 。。 


i) 的 任 一 连续 扩 处 ;有 


‘lim Bs pp nk TLS “+»e xz) = f(x, “es, Xk). (1.6) 
(i 六 


另 一 种 多 元 Bepamreiia 多 项 式 是 定义 在 单纯 形 
和 一 {x1,: “” ”9? rr) | 十 … 十 区 天 < 和 1，Xi 之 0，1 王 1 
上 的 。 设 fx，。xt) 于 A 上 有 定义 , 则 Beparreia 多 项 式 为 
Ba(xis***, Xk) 一 之 ， 人 (三 


人 Do 站 所 大 < 为 1 nn 


外 


" py yp pkin (Xi ""s xX), (1.7) 
其 中 : 


7 2 
EC 生生 四 xk) = \ ) Xt* 全 本 
Yi, » Vk . 


“【《l 一 2 一 …… :一 xzk JP 


大 jz 
(  。 ,) Dp 
与 定理 1 的 证 明 类 似 , 可 证 得 下 述 收 敛 性 定理 。 . 
定理 2 设 fr……。xi) 于 A 上 连续 , 则 在 A 上 一 致 地 有 
lim Bo(zi za) ™ fxs At)。 (1.8) 


下 面 将 介绍 Weierstrass 近 定理 的 Stone 推广 , 设 v 为 2 
维 欧 氏 空间 R” 内 的 一 个 有 界 闭 域 : | 
v= {rs X00 ZarRb 人 ,1 一 1,..…, 1). 
| (1.9) 
引 理 3 设 @ 是 定义 于 ”上 的 实 值 连 续 函 数 族 ， 其 满足 ， 若 
fi» he€ 0D， 则 
max[f,, fp] ED, min[f,, fi] € 0. (1.10) 
为 使 f€E C(»v) 可 用 9 中 的 元 素 一 致 逼近 ,必须 且 只 须 对 于 2 中 任 
意 两 个 点 P,P; 以 及 任 给 s > 0; 都 有 函数 x:(P)€ @、 使 得 
HP 一 KPI <e, i=1,2. (1.11) 
”证明 若 设 一 致 冯 近 是 可 能 的 , 则 对 给 定 的 8 0, 我 们 能 求 
得 i(P)€ BB。 使 得 
z ji(P) 一 区 P 1 < , p Ey, 
二 是 自然 (1. 11) 成 立 . 
反 过 来 ,假定 (1.11) 式 成 立 。 选 取 固定 的 9e> 和 国定 的 
8 盖 0, 则 对 任意 点 了 , 均 可 找到 一 个 函数 上 P)( 一 人 PP 9 ,V8))， 
(KO) — (0) <e, lf(V)— (V7) 一 s。 
特别 有 z 


9 4 * 


VSIV)+e. (1.12) 

根据 + 和 f 的 连续 性 , 上述 不 等 式 必 然 在 VV 的 蘑 邻 域 Ny 内 处 处 

YL 令 了 跑 遍 ?> 中 所 有 的 点 ， 则 相应 邻 域 的 全 体 必然 覆盖 住 了 

由 -Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 ， 其 中 必 有 有 限 个 邻 域 Nr， 
No, …Nw 已 经 盖 住 了 *， 与 之 相应 的 函数 KP; 8 ,Vi) 满足 

i(P; 9 Vi) HHP) + e, PEN，i 一 1 Kk. (1.13) 

a / 的 

(Pi 0) = mints (P; O, V1),* + s(P; 0, VOY. (1.14) 

由 (1. 10) 可 推 知 :~(P;O)e ,根据 (1.13), 有 


: 1-(P; O) <fP)+s, Pev. (1.15) 
而 且 对 每 个 i, 有 / | 
I1(0) ~—z(0; 0,Vi)| < &, 
因而 z i. : 
. :(0; 9,V;) >H0)—s. 《1.16) 
从 (1.14) 可 知 、 
1 (0; 0)>1(0)—e. (1.17) 
由 连续 性 ,上 式 必 然 在 0 的 某 个 邻 域 O 上 成 立 z 
it(P; 0)>f1(P)—se,. | (1.18) 


让 C 跑 遍 >, 相应 的 那些 邻 域 盖 住 了 >。 于 是 再 由 Heine-Borel 定 
理 , 有 有 限 个 02, ……, 9.， 其 相应 的 邻 域 0,,"…, 0, 已 经 盖 住 了 
>， 因 为 
0;) > HP)—e,PEO, i1—=1,-.. “7 ， (1.19) 
而 O01,*…* 盖 住 了 >， 所 以 对 任何 PEcy。 下 过 不 等 式 必 对 某 个 
; 是 成 立 的 Gl :0 

: i (P; O01) > f(P) — 6. (1.20) 
记 5S(P) == max {1 (P; 9),…+, 1-(P; 9,)}, 则 由 上 式 可 推 知 

S$S(P) >> f(P) 一 5E， 对 一 切 Pevy. (1.21) 
另 一 方面 ， 由 (1. 15)， 1-(P; 0) 一 1(P) 十 e,Pez 对 - 二 切 加 均 成 
立 ， 因此 

S(P) <fP)+re, Pev. 


注意 到 (1.21)， 即 知 
If(P) 一 SCP)i <8, Pev. 
由 (1.10) 即 可 推 知 SC(P) e 8。 证 毕 . 
-定义 4 设 V 是 一 个 实 值 函数 族 ， 和 的 格 壳 " 式 定义 为 那样 
一 些 含 有 中 的 函数 族 的 交集 ， 这 些 函 数 族 中 的 每 一 个 都 具有 这 
样 的 性 质 : 只 要 它 包含 有 和 万， 则 它 也 一 定 包 含 max (i, 有) 和 
min (f, f,). 
定义 在 vv 上 的 实 值 连续 函数 的 一 个 “代数”. ， 是 一 个 具有 
下 述 性 质 的 汕 数 集合 : 只 要 所 ,fe .or ,°c 为 实数 , 则 
fitfrE.e , che ey , fhe or (1.22) 
由 (1.22) 显然 可 知 天 的 任 一 实 系 数 多 项 元 4 万 十 ax 下 十 ， 
anfi € ef. 
引 理 5 设 ,ex 是 > 上 定义 的 实 值 连续 函数 的 一 个 代数 ， 而 
双 是 它 的 格 壳 , 则 经 的 元 素 可 以 用 .ex 中 元 素 一 致 逼近. 
证 明 设 以 有 天 表示 可 用 .ex 中 元 素 一 致 逼近 的 函数 集合 ， 
不 难 指 出 : | 
(1) 多 是 一 个 代数 ; 
(ii) 若 fe 多 则 | 人 fe 甩 . 
因为 | z 


max (fi; f) 一 ~ [Ch 二) 十 | 二 


min (fi, fa) == 六 [CF 十 f) 一 f nfl], 


于 是 以 (i), (ii) 可 以 推 知 ， 如果 he 多 , 则 
max(fi, 大) 上 BB, min(h, hh) te B. 
因为 显然 .ef 丘 绍 ， 于 是 从 定义 4 可 推 知 ， 
CB. 
引 理 得 证 . : / 
定理 6 (Stone-Weiertrass) 设 ,wv 是 v 上 实 值 连续 孙 数 的 
一 个 代数 ， 为 使 上 任意 给 定 的 实 值 连续 函数 了 都 可 用 .ex 中 的 


‘+0.« 


素 一 数 台 近 .必须 目 只 须 对 生意 末 点 Pi PEr 和 任意 的 s>0; 
二 能 投 到 一 个 ge ey ， 使 得 
{fCP) 一 gp 和 s，7 一 1 2 
证 明 若 f 于 > 上 可 用 .ex 中 元 素 一 致 逼近 ， 则 所 述 条 件 自 ， 
然 满 足 。 反之 ， 假 定 这 些 条 件 成 立 。 今 以 多 (er ) 表示 .ex 的 
格 壳 , f 于 yy 上 连续 。 对 于 任意 两 点 P, Pe v, 任意 s 之 0, 我们 
能 找到 一 个 ge .ex ( 拓 而 é (wy)), 使 得 
z |f(P;) —'g(P) | < s， i 1, 2 . 
因此 按 引 理 3 (其 中 @ 一双 (or))， 在 > 上 我 们 能 用 双 (.or) 
中 的 元 素 一 致 逼近 j。 另 一 方面 ,由 引 理 5 , 2 (ax) 中 的 元 素 能 
用 .ex 中 的 元 素 一 臻 起 近 。 把 这 两 种 通 近 联合 在 一 起 。 即 知 能 用 
.or 中 的 元 素来 一 致 逼近 /证 毕 . 四 
推论 7 设 Hz zs) 是 "上 的 实 值 连续 函数 ， 则 它 能 在 
vy 上 用 xi…-…，xs 的 多 项 式 一 臻 逼近。 3 
证明 取 x,*"…,x; 的 多 项 式 集合 作为 代数 orf， 设 P, 一 
(xi > x0) 和 Pi ~— (XD ,... > ) 是 任 窟 两 个 不 同 的 点 ， 考 
g(r xo) — HP) + HP) 一 Ja 
村 Cm _ a 


Cx 一 (xz 铅 ， 一 - #9). 
这 是 一 个 mi ,x 的 多 项 式 , 并 且 满 足 揪 值 条 件 


g(P) = 1(P;), i1= 1,2. 一 
于 是 由 Stone-Weierstrass 定理 ， 即 知 推论 成 立 ， 证 学 . i 


线性 正 让 了 的 收 妆 人 及 其 信 计 


设 B 为 Banach 认 间 或 其 子 空间, 中 元 素 常 用 Ty 等 表 
东 , 而 它们 的 范 数 分 别 记 为 jc, 让 ;省 直 等 。 又 记 . fx) 是 一 个 
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定义 于 B 上 的 泛 函 数 ， 上 [jC); x] 是 一 个 变 上 泛 函 为 x 泛 函 的 线 
性 算 子 。 
一 个 线性 算 子 LI[f(#); x] 为 线性 正 算 子 ,如 果 对 任何 f(x) 之 
0， ”的 有 
了 LE 妈 它 0 (1.23) 
_ 下 面 我 们 来 讨论 线性 正 算 子 序列 {5,[f(7); x1} 收 钙 于 f(x) 
的 问题 . 主要 介绍 Kopoaka8 型 的 收 伍 性 定理 、 
就 一 元 了 水 数 的 情况 I. 1. “opoares 在 他 的 名 车 [3] 中 六 
经 给 出 如 下 的 定理 : 
定理 8 (Kopogrna) 如果 线 性 正 算 子 序列 【ECv[ 帮 23xz]j 满 
| La[l; x] =— 1 + oc,(%), | 
Lf[i; x] = x + pCx), 四 (1.24) 
Ls[2; Xx] = x +7,(%), | 
其 中 as(x),。 Bx) 和 7,《x) 于 区 间 {a, 2 上 一 致 收 化 到 0 ， 
则 序列 {Ls[fC); x1} 在 [a,6] 上 一 致 收 化 于 函数 f(x)。 只 要 
f(x) 有 界 , 在 [z,2] 上 连续 且 于 点 4b 为 右 连续 于 点 4 为 左 连 续 . 
这 个 定理 表明 ,为 判定 线性 正 算 子 序列 对 于 函数 类 的 收敛 性 ， 
只 须 去 检验 它们 对 于 试探 冰 数 1， <*， = 是 否 收 贫 就 可 以 了 。 现今 
对 于 Co 定理 已 有 许多 有 趣 的 推广 。 我 们 不 可 能 介绍 所 有 
这 些 推广 ， 此 只 介绍 B. H. Bonkos” 关于 多 元 线性 正 算 子 序 
下 让 作 入 定 浊 
定理 9 (Bonkos) : 设 ':{Lelf(& ix y] 是 一 个 线性 正 算 
子 序列 , 它 满足 - 
(i) Loll;x, y] = 1 + on(x, y), 
(ii) 工 ,[E rx, y)] = x + h(xr, y), 
(iii) Lln; x, yl] = y+ 7,(x, y), 
(iv) Lal + nm; xr, y= 二 y+ 5,(r, y), 
其 中 g(x,:y)。Bs(x,y)，Ya(x、y) 和 (zy) 均 于 有 界 闭 区 
域 多 上 一 致 趋 于 0, 则 对 于 一 切 f(x, y)《 C( 多 )， 于 闭 区 域 掏 


» 3 


(1.25) 


上 恒 一 臻 地 有 _ 
村 jim 也。 1， ?7 3 过 9 y] = f(x, y), (1.26) 


证 明 假定 (5, 7) 一 (8 一 x 十 (1 一》。 由 条 件 (1) 一 
(iv) 以 及 线性 算 子 的 性 质 , 可 知 - : 
Lalp(lE,n); ,yy) = Lolé’ + yw; +, y] : 

本 一 28 世 [Si xz，7y] ~— 29L, ns x 
+ (r+ Lall; x, y] (1.27) 
当 ?一 co 时 于 多 上 一 致 趋 于 0. : 
“一 因为 {x,y)e C( 多 )， 所 以 有 正常 数 M 存 在 ,使 得 
lr,y) | MM, 当 (x,y)€ 多 时 . 
于 是 有 ;| | | 
— 2M <f(£,7)—1(x,y) 一 2M。 
再 根据 连续 性 ,对 任 给 ee 盖 0. 有 p>0 存在 ,使 得 只 要 (和 一 2 十 
(1 一 y 站 二 PP, 就 有 
一 <Hs,n)—ix, y) <e. 
交合 以上 两 式 即 可 推出 ， 对 于 多 中 任意 两 点 ， 总 有 下 式 成 立 
一 s 一 焉 4(E 0 一 JE 有 ~— fr, y) < e+ a gl). 
由 线 任 正 算 于 的 单调 性 质 (只 要 f<g, WL,lf;xs yI] < Lls; 
xy]， 立即 可 从 上 式 导 出 
— eL,ll; x, y] -社工 Loeb(Es m); 5»y] 
<L "Lf(E, n); x, yy] — f(x, y)L,[l; +, 本 


<eL,ll; x ,1 十 5 sb(E, 0)3 zx, yl. (1.28) 


根据 定理 的 条 件 (1), (1.27) 和 《1.28) 去 ,可知 只 要 王充 分 大 ， 就 
有 
Llf(E, n); x, y] - 一 _ Cr， | < 28, 
证 毕 . 
下 面 我 们 来 进 一 少 本 到 线性 正 生子 收 人 各 底 的 估计 问题 首 


s 地 * 
2 .2 


先 考 虑 长 opoBiH 定理 的 定量 化 问题 。 它 是 由 P. TI，MaMenoB2 
开始 研究 的 ， 而 其 较 一 般 的 形式 则 是 0. Shisha 和 B. Mond'e 
给 出 的 . z . 
定理 10 设 {L,} 是 一 个 将 Cla,6] 上 映 人 人 C[ecydl 而 [c、 
d]S[e,2] 的 线性 正 算 子 序列 。 定 义 
(一 VEL[TG 一 zc 和 zx 生 4 (1.29) 
若 jCx)€E Cla, 6] ,xeElc,d], 则 
[LalfO); xz] — HC) < 1 11 — Lall; *]| 
+ (Lall; xz] + (Lall; x]) ow (及 el)), (1.30) 
而 w(f; 8) 为 '1(x) 的 连续 神 
w(f; 5) 一 ,max \fCx) — f(y) |. 


若 jx) ECla,5b], xe lc,4]， 则 
ILolfOaD; xz] — 060)) < ID) :11 CL,[l; x]| 
十 上 (1 ILalt — x x]| 
十 (1 十 (Lall; *]) on Co (Ff ; ; gn Cx) ). (1.31) 
证 明 假设 f(x)e Ctas6], x€[c,4]， 则 对 任何 se [a， 
5] 和 6 二 mw(z)， 由 连续 模 数 的 性 质 可 知 
KD 一 Xe Solf; lt—xl) < (+ oo *|)oU; 5)， 
(1.32) 
其 中 若 as(z) > 0， 则 可 取 6 一 oo《x)， 由 上 式 知 
iL, [9; xz] 一 fo 去 工 [1KD 一 fl3z] 
十 [Lff Cx); xz] 一 je)| 
<o(h5)(L,[l;z] 
士 f Lo[iz 一 xl3xzl) 
十 | iL,[l; x] — 11. 
根据 Cauchy-Schwartz 不 等 式 , 有 
Ls x LAG x sDALAl; 1) 
= (Lll; x1) . «s(x). 
由 于 6 > as(z)， 因 而 


。10 。 


IL [fCa); xz] — 10)| NOT: Lfl;rl~—1| 
+ (Lll; x] 十 (L， [1; x wolf;6). . (1.33) 
因为 8 是 大 于 os(x) 的 任何 数 , 所 以 由 此 推出 (1.30) 式 成 立 ， 
下 面 来 证 明 估计 式 (1.31)。 假 定 f(x)e C'La, 6]， 并 把 1 
写成 
也 划一 - f(x) 十 了 了 CC 一 ED + [AD 
一 fo —f (0 一 Ol. : 
于 是 本 
| 乙 。 [fA; xz] - 一 f(x) | 过 Cx) : 21 和 
fr | 
+ LallfC) 一 jz) — FC — a)l; <]. .34) 
. 根据 估计 式 四 
[KaD 一 fx) ~— Cx) — x)| 
li—xl(l + 6 — zx|)w(f; 0), 
其 中 5 是 大 于 as(s) 的 任何 数 ,于 是 
Lf 一 Kx) 一 了 (DC 一 z)iz 
< (LI 一 zljz] 十 57o2(xz))o(f 8) ”i 
< (Loll; xI) eo, Cx) + a2 (x)6) ,wolf ; 6), 
由 于 5 的 任意 性 (6 > on(x)), 5 可 知 
L,[ | — fx) — fF Cr) — x) 1; zx] 
[(L,[13 x]) + 1 Ceolf; ao) 
它 与 (1. 34) 一 起 给 出 了 估计 式 (131). 证 半 。  “ 
落 以 C* 一 C*[ 一 zz, xw] 表示 以 2x 为 周期 的 连 当 函 数 空间 ， 
则 与 定理 10 完全 类 似 , 可 以 证 明 下 述 的 定理 11。 
定理 11 设 {L,Ilf(x); x]} 是 将 C* 匡 人 Cr 鸭 唉 屁 晶 算 于 
序列 。 记 


- ra .sin’ 本 EC 两 本 一 01.35) 


若 f(s) ec* 且 zl 一], 则 | 


(LlfO)s 2 一 Hz)l < {F211 一 工 。[13 x]| 
+ (Lfl; x] 十 <( 工 [13x])2) .of; 8,(x)). (1.36) 
若 (x)eC* 且 xeEl 一 x, x],， 出 
LFD; x — fo SHDN io Lfl; x 
+ IFCx)IlILl sin(Gt 一 xz)3x il 十 op)] 
十 az[l 二 (Losflizxl)02 + BSCr)olf ;B(x)). (1.37) 
此 处 定理 10 和 定理 11 只 是 给 出 了 一 般 的 连续 横 数 估计 式 ， 
至 于 对 于 各 个 具体 算 子 的 相应 估计 ， 则 需 经 过 一 番 上 其 体 的 计算 ， 
早 在 1935 年 了 .Popovicin 就 给 出 了 BepHiuTetH 多 项 式 
Bu。[f +] 的 连续 模 数 估计 式 : z 
定理 12 (Popoviciui) 设 f(x)€ CL0,1]， 则 


1B。 [4 ~ 1 < To(f 1), (1.38) 
0 


其 中 系数 5/4 是 G，G.， Lorentzbl 改进 的 。 
G，G. Lorentznl 还 指出 了 
定理 130 设 /Cx)e Cc[0,11， 则 
[Btfsr] 一 fs3 olpi Lt) (1.39) 
ee 
下 面 我 们 来 讨论 多 元 Sepainreii 多 项 式 的 连续 模 数 估计 对 
于 定义 于 单纯 形 
DB {x 1 > 0, i=— |,.…./} 
”上 的 连续 函数 f(x，,-… , xx)， 李 文清 外 给 出 了 下 述 连 续 模 数 估计 
式 : ， 
定理 le 设 f(r,…, x4)E CCD), 且 记 
wo(f;6) 一 nx, if1(X) — (YY)!|, 
其 中 人 区 一 YI 为 入 一 (zx 和 YY 一 (84,…, J) 在 天 


维 欧 氏 空 间 R 中 的 距离 。 则 对 于 由 (1.7) 所 给 出 的 非 乘积 型 
Bepatureaa 多 项 式 8B84(x ,xx), 有 


。12 . 


1 了 B。 (zi .， Xk) — f(x Xa)| 雪 20 (有 大) 《41.40 ) 
证 明 首先 显然 有 恒等式 
- Po,» pkin T° " ,xD 1 0. 41) 


RT 


上 元, 对 tj 求 偏 导数 ， 然后 再 乘 以 Xj; 可 得 
| > DjPy,»- Wn ”° » Tk) = 了 2 和 - (1.42) 


TE ed 
又 将 (1.42) 式 对 xj 求 偏 导 数 ,然后 再 乘 以 x;， 经 计算 又 可 得 
vi bs,» vhsn(T12*° 4) = hx; 二 n(n 一 1)x?. 


Viz Dv + 人 


于 是 ， 


| BCxziy， “ ”3? Xk) 一 f(x ,- “3 Xi) 
J 

之 1 加) 

Vip0,v1 Tv 1 ” 


一 fri, 1 。 Xk) Pp 


(1.43) 


pv pkin XL, "3 xi) 


vi 6 


” wlf; 9) ” ps wp ml, ””? ， | 


< oj; 0) itt ,5 5 人 (圭一 二 


人 


fa vix0v + Ws 天 


sr 
of H+ 5 Cnn, + nD 20 十 ad) 
— olf; 0) |1+ 2 2 5 (= 一 二 十 
< os + 一 (一 > 。 用 


,bh 


-0 13 « 


< ‘wolf 2) ( + 二 


于 上 式 中 取 5 一 1/V x ， 则 得 到 
1B7 (xz x) 一 f(zi，- a) < 20 (sy V” } 

证 毕 。 : 

为 简便 计 ， 令 1 三 (09 x 三 (1, xk) 为 R* 中 

的 点 向 最 ,wz = da-… "dtx. 于 文献 [16] 中 徐 乔治 与 作者 之 一 曾 

引进 了 非 乘积 型 算 子 


， 1 : -| COS 2 | 
VAKRD; =) 全 b> (£0)] 
z (1.44) 
其 中 天 。 为 由 Vol1; *] 王 1 所 决定 的 常数 ， : 
| 人 cos’ 1; ) di 个 到? 
， 4 (xk/n) 一 co). 
定理 1504 设 f(x) 为 对 每 个 变量 而 言 均 具 有 周期 2x 的 连 
二 员 数 风 
[Vfs #1 — f(D) < 40 (1; 斑 )， (1.45) 


-3 


“一 


其 中 w(f; 86) 的 定义 如 定理 14， ， 而 4 为 绝对 正常 数 ， 对 一 切 充 分 
大 的 = 而 言 ,可 取 一 
A ll . 1382 
证 明 利用 f(x) 以 及 核 函 数 的 周期 性 不 难得 出 


fs 11 < Ee 1 ~ fC) 


. 入 oo (=*)| dt 


< 站 一 


< :14 .名 


eS 3 a | 


“而且 
志 i al 。 [> os] dt. 
< 直 | . :Ca 二 十) [> ce ds 


i 和 uf 让 . . ， 
eA 
对 上 式 利用 渐 近 积分 公式 ( 见 文献 [9]，p.33 与 p.39)， 并 经 整理 
即 可 知 对 一 切 充 分 大 的 ”， 有 z 
IV [f(z); x] 一 fo) < 0 十 2 0]a (i; ED 
若 对 任意 给 定 的 两 点 和 一 (a, 4)» yy (is yx ) 
都 有 (x 过 a 志 1) . i 
1 一 fo) < M3 oe yj， ， - ; . 
其 中 MM 为 正常 数 。 则 记 f(x) elipus。 


U "(0) 一 Sup [max |V (人 x) — 1(x)1]. 
| f€ lipyo i 


定理 16H0 
Te M2 kt r(t+e) +o (Fs) (1.46) 
> . En 畏 
”定理 17”"”” 设 f(x) 以 及 它 的 一 切 一 阶 偏 导 数 都 是 以 2 为 
周期 的 连续 函数 , 则 下 述 估计 式 成 立 : 


tpstfGoD3z] EO Ee > (2&; ,01.47) 


;5 
其 中 4 为 一 绝对 正常 数 . 对 一 切 充分 大 的 7 而 言 ,可取 
A~2(2R 4 (rs — 2)R+ Vke)/r. 
设 9CR* 是 有 界 闭 区 域 .以 C(0) 记 8 上 的 二 次 连续 可 
微 函 数 类 。 
引 理 1825 若 foec(o)。， 则 - 


1 
fo 一 /GD 十 -之 ， Br (一 zi) 


时 / 
+ 二 a Bde (Hs #5) + el — PP, 

(1.48) 
其 中 tm ol) 一 0. | 


证 明 大 当 时 下 列 k 式 的 术 限 
ps x) 0 f(x) — > 5 St -一 


1 


2 je a 
设 1 一 + 十 48, 其 中 5 一 (51,…, 64) 是 非 零 的 单位 向 量 。 于 
上 式 两 次 利用 洛 必 达 法 则 ,得 到 

, . /fx+ 6) . Hf 

lim p(s; *) Em il 之 ， (© Brar Be ) sj/ 


-0 fm 


(CC dD)/ he. 


*. 。、 


[2laiP | ~ 


而 且 上 面 的 极限 对 5 而 言 还 是 -至 的 从 而 (1.48) 式 成 立 。 
为 了 得 到 线 竹 正 算 子 逼近 阶 的 浙 近 公式 ， 对 任意 正 数 8 和 正 


0, 当 fi 一 x 过 56. 
on | 协 
6g"(z) 一 [> (2; — + | 当 ji 一 xl 宕 6. 


定理 192” 设 上 ,[f(z); x] 满足 条 件 "| 
L,[l; x] = 1 + oll/qg(n)], 
— x 直人 z) 十 Fr 
工 [0 x] tn) re ” : 
| : ni Cx) | : 和 | 人 
也 [4137 = rx; 十 DJ 十 0 [| s $j 一 !,. 。 “4, 
其 中 pn) > 00, n> 00; j= 1,2. | | 
若 1/9g:(2) 一 oli/gi(n)], n> 00., 且 对 森 m 艺 丰 满足 条 
件 和 
Him pi(n) .了 [0 x] 一 0， 
则 对 任意 f(x)e C(8)， 当 = -> co 时 ， 均 有 . (Au 一 工 , 一 用 


《 x; i 十 x) 了 
0. ~ (> of ”5 (x) 一 之 _0 本 


1 (1.49) 


pi(n) t= Ox; jojf™ 1 xn 
(1.50) 
” ”证明 岂 引 理 18 知 | 
, Of 
0。 一 >) Ll 一 23 xz] 
| Ox Xi 
十 了 1 3 BG 二 [一 人 一 zi)3z] 
L, | a) oy ome 
i=1 
of 1 | 1 
守 u ar 元 十 2 p> Bx Ox + Ls 二 ol pA) 


. 17 . 


由 假设 条 件 可 求 出 


已 ec + [1 | 


pi(n) p(n)i 

ib (x) 证 YI (x) ， f 法 | 

‘ p(n) ,| 

于 是 ， i 
__1 9 Bf ， (Ca] Tibi (x) 十 xii(X) 
5 一 人 六 EC — 2 Bete > | 
二 二; 十 oll/q9i(n)]. 
往 下 只 需 证 明 


‘lim pin) Ls 一 lim p(n)L, [eC 一 = xz] 一 0。 (1.51) 


由 引 理 18 可 知 对 任 给 6 > 0， 存 在 6 一 0， 使 得 
lal) < 一 es， 当 ix) < 
固定 这 样 取 到 的 6, 并 记 < 一 -max |a(#)| ， > ”, 则 
+p) Ls | mi | p(n) nls LaCll - zl x] 
t pn) Lo ,Los 一 23 | 
Se. p(n) Lo [0 (2); *] 
+ pn) La Lie) hl 一 xl; x] 
< pi LO #1 z 
+ eqpi(n)Lallls 一 xj; x]. 
由 假设 条 件 知 im pi(n)LalO8™ (2); +] 一 0， 又 由 条 件 (1.49) 不 
难 算得 z 
不 
pi)Lollli x; x] ~ ~ 2 5 Ce 十 o1). 
于 是 (1.51) 式 成 立 , 从 而 定理 得 证 。 
完全 类 似 地 有 - 
定理 20"” 设 工 ,[f; >x] 满足 条 件 (1. 49), 且 1/p(r) 一 
o[1/pa(#)](n 一 co)， 又 设 对 基 个 mw 之 1 


机 18 2 


.lim 1 pa(#)E E09 CE) xX] mm0 
则 对 任意 1(s)e C(9)， 当 2 一 0 时 的 有 
. op - . 
5 cp mi Ba, (152) 
定理 21 设 上 ,[f; *] 请 尼 条 件 《1.49) (其 中 mn) — 
pa(#) 一 p(n))、- 且 对 某 mw 之 1 有 - i 
lim p(n)LsfbgnCD3 x] 一 0。 


则 对 任意 f(x) € CO( 9), 当 n 一 > CO 时 均 有 
ds ~ . {DD Of Ejay) / 


?eo t=1 Ox; 


1 ri (+r CN 1 
+ > (we 5 一 3 5 (453) 
于 (1.7) 式 所 给 出 的 非 乘积 型 Bepgaiiefia ， 多 项 式 B4， 
(wm ，…，xn)， 有 下 述 Stancu 定理 : 
| 定理 2 22 Stanea 对 任意 fe CP) 2 一 00 时 
Fs 区 


Bo (mse “» 人 一 一 工人 全 zl - 一 2) -a 


一 2 Dx 元 直下 .54) 


i oj 


事实 上 ， 只 需 利用 定理 20 就 可 以 证 得 (1.54) 式 成 立 . 
对 于 由 (1.44) 给 出 的 算 子 Volf OST, -各 法 对 称 性 。 显然 
有 1 1 
y lz,; *] 一 0, 了 ， La x] = 0, i 了 
再 由 渐 近 积分 公式 ( 见 文献 [91, p. 33,.P. 39) ,可 知 
Fo( 好 3 zx) 一 -二 | 人 [ 玄 。 cosi 世 1 


= 2 十 2k/n. 十 om), 人 ~。 
从 而 由 定理 20, 有 : 


. 9 5s 


定理 230” 对 任意 具有 二 ~ 阶 连续 导数 的 、 以 2 为 周期 的 函 
数 fx), 当 n 一 00 时 有 


VA) xz] — f(s) ~ ， Ar 


其 中 人 为 Laplace 算 子 A— +. .十 。 
和 
利用 一 般 性 渐 近 阶 的 逼近 公式 ， 我 们 还 可 以 得 到 各 种 多 元 
Landau 多 项 式 的 渐 近 和 枯 计 式 。 为 节省 篇 幅 , 此 处 从 略 。 


$ 3. 无 界 函 数 的 通过 


在 无 穷 区 问 上 ， 无 界 通 数 的 还 近 问题 ， 是 古典 Weierstrass 迄 
近 定 理 所 未 能 解决 的 问题 。 

早 在 本 世纪 二 十 年 代 C，H，Bepmref 就 着 手 研究 这 个 问 
题 .他 指出 ,在 全 实 轴 上 如 果 


lim |fCx)! :el 一 0， 
则 对 任意 给 定 的 s > 0， 可 以 找到 多 项 式 p(x), 使 得 
e's -|f(x) — p(x)| <8, — OO<r+< 0. 


作为 上 述 结果 在 二 维 情 况 下 的 推广 ，Ji. A. Thocrepamen i 证 
明了 以 下 定理 : 
定理 24 定义 
(x,)) = f(recosgp, rsing) = flr, p), 
M(r ,1) 一 max (fr ep) (rz 固定 )， 


oF = {f(r, yp) llim M(r, f) 。 2E me 0}, 
WI max lr ple, 


则 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 在 闫 2. 中 处 处 稠密 . 

Separtureim 和 Jliocrepaag. 的 结果 只 是 给 出 了 类 2. 中 的 函数 
带 权 逼近 的 可 能 性 ， 并 未 能 建立 可 行 的 逼近 方 浴 ， 于 何 交 2. 中 国 
数 f 增长 速度 的 限制 也 太 苗 刘 了 。 : 


¥ 0 


本 节 , 我 们 将 主要 介绍 徐 和 姑 褒 与 本 书 作者 之 一 在 XGxonogczg 作 : 
原始 工作 基础 上 发 展 起 来 的 、 关 于 无 界 函数 逼近 的 一 类 方法 一 一 
扩展 乘 数 法 2。 

设 B 为 Banach 心间 或 其 上 子 空间 . B 中 苑 素 党 以 r ，》， 1 入 
表示 , 相应 范 数 记 为 jx ,有 ,等 。 . 

设 f(x) 是 一 定义 在 B 上 的 泛 沙 数 、 又 设 {Llf 2) ; z]} 是 
一 串 变 上 泛 函 为 x * 泛 函 的 线性 正 算 子 序列 ， 

引进 界限 函数 QCzi): 

2(lxl|) 之 1， dlzl)+co(lzl 0). 
记 C(9) = {f} 为 满足 下 列 条 件 的 连续 泛 冰 类 : 
1? 于 B 中 的 任 一 有 界 闭 球 上 f(x) 有 有 界 ; . 
2 为 lx 一 0 时 , f(x) 和 恒 满 足 界 限 条 件 
- fc) — 0(Q( zl)). 

徐 利 治 与 本 书 作者 之 一 曾 建立 了 下 述 一 般 性 原理 : 

定理 25 假定 存在 扩展 半数 序列 oo 使 得 当 1 一 00 
卫 ， -a 

(iD [ly easirz] ->1, | z 

(ii) Lalllast 一 * O(aessll); ar rl] ~»0 
对 B 中 任 一 有 界 闭 球 5S 中 的 元 素 * 恒 一 致 成 立 ， 则 对 任何 f(x) € 
.CC(8) 己 有 / 
: lim Lalflans); ez] ~ fe), rEB, (1.56) 


并 且 (1.56) 式 在 B 的 有 穷 准 子 空 间 B” 中 任 一 有 界 子 舍 上 都 一 至 
成 立 。 

证 明 不 失 一 般 性 ;可 于 B 中 取 任 意 有 界 闭 于 stl! < 4) 
来 考虑 。 | : 
设 + E55， 则 对 任 给 ， s > 0， 出 泛 函 的 连续 性 ,可 知 存 在 1 一 
6. 之 0， 使 得 当 ez 一 xl < (BD lz 一 on:x| < ez) 时 ， 性 


1.55) : 


Ke — 1(2)) < 6. (1.57) 


s X41 *. 


出 狼 隐 多 ct) 的 定义 可 知 对 任 次 xtBB 都 有 
TD 和 MadeD， 
其 中 M 为 不 俊 赖 于 个 别 x 的 正常 数 。 对 一 切 元 素 1€EB 及 xeéS, 
易 知 
CS es 一 站 
。 [Cort)| + |fCx)1] z 
et eo- ler—zl. M. {oO(latl) + 0(4)1 
= 8 + 6 et — rl . O(aersll). M 
十 5、 et x. M - 0(4). 
因为 工 , 是 线性 正 算 子 , 故 由 条 件 (1.55)，- 
Ls fon) fOr w]| : 
<Lls t+ 6 .Mle — *lP. (lassl) 
十 35,，M， co “ow 一 二 az] 
= BLn[lioax]l 二 oo2，M .Lollost 
oa) orz] 中 6 M .QO(d) 
| — 3 or] < sli + at1)] 
83M :oll) ta: Me GCC :0(1)s .#60, 
内 此 窒 在 。 gt0 (#4 一 08)> 合 得 .| / 
faa) erix] — fx) :tL,[llieriz]| 运 吕 中 ao 
又 轩 If(x)| 委 M (4 S) ， 册 由 《1 35) 的 (1), 又 有 s* -ons 
6)， 使 得 z | 
z ， [itaw)s a CE x]. 一 了 (x)| 之 s 十 8, 十 gt. (1.58) 
于 是 由 s 的 任意 性 及 s, 十 sx -> 0 的 事实 ,使 得 到 : 
limL, [f 0st); en'x] 一 f(x), *€S. 


下面 要 说 明 上 太极 限 关系 式 对 有 穷 级 于 空间 B* 中 的 有 坷 闭 
球 $ 内 一 切 元 素 为 一 致 成 立 ， 事 实 上 ,此 时 5 是 一 个 紧 致 闭 集 , 因 
此 由 Heiie-Borel 定理 ， 于 5 的 任 一 组 覆盖 中 都 可 以 选取 有 限 多 
个 来 盖 遍 4S。 这 样 就 可 以 仿古 典 分 析 学 中 的 论证 方法 去 验证 连续 
泛 函 :Fex7) 于 SS 上 的 一 致 连续 性 。 亦 即 存在 不 依赖 于 个 别 x€5 


* + 


的 8 > 0, 使 得 只 要 ew — z= 3，(1.57) 式 便 对 $ 中 的 一 切 


x 周 成 立 。 | 
因此 再 根据 (1. ;5) 在 性 一 闭 球 上 一 到 成 立 的 假设 ; 便 知 (1 58) 
式 对 内 的 一 切 * 为 一 致 成 并 ,证 毕 。 + 


0， 当 lt — az'*l 8, 
haset) =— ou。 当 | 一 zzzxl > 8p. 
定理 2652” 设 有 两 个 数列 asf co 及 Badd 而 且 "op 一 0 
(2 一 co). 又 设 当 一 co 时 ,有 
(i) L,[l; oar'x] -> 1; | 
(ii) La[Ap, (ont); on'r] 一 0。 
则 对 任意 jf(x)€ C(Q8), 均 有 
im L a[f(Gnt); oe x] 一 : f(x), x 6 B. 


义 若 极 限 关 系 式 (1.59) 在 任何 有 界 闭 球 S$ 上 部 一 一 致 成立 ， 则 
上 述 极限 等 式 便 在 任何 有 穷 维 于 空间 B” 的 任 一 有 守 了 业 上 一 儿 
”地 成 立 . z 
”证 明 ”对 于 每 一 对 固定 的 mo 与 8。, 可 将 一 个 论 函 数 pC 作 


(1.59) 


如 下 分 解 ; 
PO) = pT p(t) 1! 
其 中 | | 
os Bove, 
V9 ~,, > 
0, 当 jiar'rll < 6,, 
GO 一 L () ， 当 : 一 oz'xll > pn。 


相应 地 可 将 算 子 LL 分解 成 ;一 上 Ls 十 工 :， 此 处 ， 
Lo[ep(D)3iazx] 一 工 o[pGD3 air], 
LilpO); orir] = Lo pt); errl,. 
设 sl 过 4) 为 B 中 的 任 一 有 界 闭 球 。 恨 所 定理 所 给 条 
件 可 知 ,对 任意 x*€ 5,. 我 们 有 


.23 。 


[tart); antx] — f(x) 
一 上 [asz) 一 fx) soz'r] + ol1) 
ee ho) — f(x); oa'x] 
Las) 一 fx); asz] + o(1). 
于 是 存在 so, 0 (n 一 co) 以 及 充分 大 的 正常 数 M 及 M*, 使 
得 . 
renDi or 一 zx) 
LAN) — fx) |; oz :x] z . 
+ Li:[M(Q(lassl) + Ox!)); er'x] 二 an 
Llli(er) — fx) ;or'x] : 
+ LIEM* . O(Newll); oir] + es ， | 
< max {flas)—ix)l :Lallyarr] 


i 一 a lzil<p 
十 M*. 了 [48 (ot); azx] 士 es 
< max | 帮 ao) 十 f(x)|. 
ilemr 一 zi<cop 
“了 [1; az 十 sx 十 E，。 
有 f(x) 的 连续 性 并 注意 到 ceb, 一 0 (n—> oo) 的 候 


lim Llf(est); or] == f(r), rE€S. 


又 由 于 $ 的 任意 社 , 可 知 定理 结论 成 立 ， 
至 于 上 述 极 根 关系 式 在 有 穷 维 空间 B* 的 有 界 闭 球 3 上 一 致 

成 立 的 那个 断言 ,其 理由 与 定理 25 证 明 的 末 段 相同 。 

定理 25 与 定理 26 是 两 条 十 分 一 般 的 原则 性 定理 。 当 将 它们 
应 用 于 各 种 具体 多 项 式 算 子 逼近 问题 时 ， 最 关键 的 是 根据 所 给 的 
多 项 式 算 子 L,[f(2) ; x] 所 固有 的 特点 去 选择 信 展 乘 数 ao oo 
(2 -> co)， 以 便 使 得 定理 中 的 条 件 被 满足 。 

“ 我 们 可 以 应 用 定理 25 和 定理 26 于 不 维 欧 氏 空间 中 的 乘积 型 
Bepaimureia 多 项 式 和 Landau 多 项 式 , 而 建立 相应 的 逼近 定理 .这 
里 ,我 们 有 兴趣 来 研究 在 文献 [16] 中 徐 利 治 与 作者 之 一 曾经 引入 


» 4 1 


3 了 


的 Landau 算 子 非 乘积 型 推广 ， 为 简便 计 , 令 1 二 (11, 4)， 
+ 二 (xxk) 表 丸 维 欧 氏 空 间 R* 中 的 点 向 量 , 并 简 记 lk 一 
Mn 十 -… :十 上 as 三 (at Onth), dt 三 0 CA 又 
令 9D 二 (V1, DR) 为 羽球 数 为 分 语 的 成 由 于， S 表 球 形 区 域 5 
(jj 省 委 1), 工 为 方形 区 域 T( 一 1 志和 1, 一 1 所 尺 所 1). 

对 于 Rt 上 的 连续 函数 f(x) ,文献 [16] 中 构造 了 如 下 四 种 多 
项 式 算 子 (其 中 ao 人 oo (2 一 00)): 


LEI); a7'x] 一 (2) 1 (ot) [1 — Ns — erixlPl? az ， 
下 


Le[ao05ozz 一 (2 DD fe) 


1 


上 


1 CA 


Lo [f(gs); aztxz] 一 (全 ) 人 f(s1) 


kx 

. [ _ 到 _ ld dz ， (1.61) . 
Lo [f(an); en] 一 (二 ) p38 区 ") 

一 过 一 人， 


其 中 工 W[f(an); oz'x] 算 子 表达 式 的 和 号 下 的 不 等 式 | = 
V+ … 十 芒 和 之 ww 表示 “球形 求 和 法 "的 条 件 ,而 工 吕 [csD); 
oilz] 算 子 表达 式 的 和 号 下 的 不 等 式 jz 和 vw (i 一 1,.…, 
则 表示 “ 短 形 求 和 法 ”, 此 处 * 1. 

显然 LO[f(awf); calxz] (i 一 1, 2,3,4) 都 是 关于 xzrz…， 
x4 的 2 次 代数 多 项 式 ， 可 是 乘积 型 《元 Landau 多 项 式 的 次 数 
却 是 2kn. 

在 文献 [16] 中 曾经 给 出 了 上 述 四 个 算 子 的 收敛 性 定理 和 逐 
近 阶 的 渐 近 估计 式 。 
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设 了 (zlpDfeo(lzl 一 co)， 关 于 收敛 性 , 我 们 证 明了 下 面 的 
定理 。 四 
定理 27” 设 afoo，6p。 jy 0(2 一 cp)。， 且 当 2 一 oo 时 有 

如 下 的 条 件 成 立 : 

op 一 0，2p0 一 03 

2” pt， exptT(en) 一 26 一 0， 
则 对 任意 f(x)€ C(expT(lx1|)), . 均 有 : 
lim LLf(en); oiiz] — (x), xe Re, i 1,2, (1.63) 


并 且 上 述 极限 关系 式 在 R* 的 任意 有 界 点 集 上 一 致 地 成 立 . 
定理 28ne 设 of oo0, 52440(n -> 00), 且 当 n 一 00 时 有 如 
下 的 条 件 成 立 : : 
1” opn—> 0, ng — 0; 
2° nk2. exp {T (V hos) —n8}— 0, 
则 对 任意 f(x)& CCexpT(izl))， 均 有 : 
lim Lo [fast); oi'x] = fx), xE Rr, i= 3, 4. (1.65) 


并 且 上 述 极限 关系 式 在 R* 的 任意 有 界 点 集 上 一 致 地 成 立 . 

由 于 这 两 个 定理 的 证 明 完全 类 似 ， 这 里 我 们 只 证 明定 再 27， 
而 且 我 们 只 就 LB ( 即 i = 1 的 情况 ) 来 证 的 . 至 于 L8 的 情 
况 , 只 需 多 次 应 用 Laplace 极限 定理 ,就 可 以 看 出 其 证 明 过 程 与 
L 的 证 明 雷 同 了 ， 

.将 LL1; ca'*] 分 成 如 下 的 两 部 分 


Loll; azx] -(=) | 十 | | 
= Li[l; oix} tt Loll; oa7tx1， 
其 中 vi {ES; 上 一 oz “| < 0), wo. 注意 到 
(1— B82) bn Te n> oo 
芍 事实, 囊 知 对 任意 上 v;?， 有 
[1 — fe enzxl (lp) Ee "ps (1.66) 
由 条 件 2° 可 知 存 在 情 数 4 > 0, 使 得 ， 


» 26 + 


(1.62) 


(1.64) 


lLall;orr)]| SA nt exp{— 28} = ol), (1.67) 
男 一 方面 ,对 任意 1€ Wis 有 
[1 — Ye ~ oatxh?]" 一 exp 一 让 :一 cmzx 人 
。 (1 十 O(zp))， (1.68) 
由 多 重 积分 的 渐 近 公式 ( 见 文献 [9], p.79) 易 得 
-Za[lyaanxz] 一 (1 十 o())CI 十 O(C2pD)) 
=1+o(l), nn— 00. (1.69) 
从 而 LDP[1; azzx] 一 1 并 且 它 所 表示 的 收 全 性 对 于 R* 中 任 一 有 
界 点 集 S* 还 是 一 致 的 . | 
”完全 类 似 地 ,只 需 通 中 过 一 些 简单 的 计算 ， 即 可 验证 在 上 一 
致 地 有 
LPLAs en); o e711xr] 4: exp{ T (an) 1 。 本 
“= o(1). (1.70) 
再 根据 定理 26, 即 推 知 定理 27 成 立 ， : 
在 文献 [23] 中 ,作者 之 一 曾经 指出 了 采用 扩展 乘 数 法 伺 近 住 
意 先 界 连续 蜀 数 的 可 能 性 。 设 f(x) 是 Rt 中 的 任意 无 界 函 数 , 根 
所 熟知 的 Du Bois Reymoud 定理 ( 见 文献 1241， p. 179), 存在 
函数 2(|ls|)， 使 得 
g (xD 人 oo， yo Local 0 71) 
其 中 a(x) 以 b(x) 意 指 a(x)/b(x) 一 0(x -> co). 将 这 样 的 单调 
国 数 20(ixl), 称 之 为 与 f(x*) 但 匹配 的 界限 函数 记 2 () 为 
2(.) 的 有 反 函 数 , 则 称 : yp 
一 gna) 1. 72) 
为 与 1(x) 相 匹 配 的 扩展 乘 数 . 
”定理 2955 对 于 任何 f(x)E C(ROD ,都 有 : 
lim LALf(aN); (at Tz] = f(x), rE RL (1.73) 
并 日 极限 关系 式 (1.73) 于 RK 的 任 一 有 界 点 集 卡 一 致 地 成 


Y. 
事实 上 ,内需 根据 (1.71),(1.72) 去 验 明定 理 27 和 定理 28 的 


ww 27 » 


条 件 逐 一 被 满足 就 可 以 了 。 今 取 加 
nt 0 一 se 一 114. (1.74) 
由 (171) 式 ，9-:()-liny， 所 以 当 > 一 co 时 
px 一 Ginz). 27 一 oflnlin2 .2 is) 一 ol) 
np = nt oo( 1), 
另 一 方面 ,因为 fa)e C(9), 所 以 (1.62) 的 2 成 立 : 


_np2 
nM QO(o*). exp{— naB}—= nt ina ce ， 


= nt ns ce” =— o(1). : 
同 理 (1.64) 的 2° 也 满足 。 于 是 按 定理 27 和 定理 28 ， 即 知 定理 
29 成 立 。 \ 
定理 29 指出 了 ,只 需 适 当地 选择 扩展 乘 数 ， 则 一 般 无 界 连 续 
函数 都 可 用 变形 了 的 Landau 多 项 式 LP[f(an); oz'x] 来 逼近 ， 
而 且 这 种 逼近 并 不 受 f(x) 的 增长 阶 所 局 限 。 这 表明 扩展 乘 数 流 
是 一 种 遥 近 无 界 连 续 函 数 的 有 效 方法 。 
完全 类 似 地 ， 对 于 元 非 乘积 型 Bepgnmre 各 多 项 式 ( 见 文 喜 
[19]) z z 
il 23) 1 
Bf earl > (> 一 二 ee 
2 一 万 到 ja| Py stn X19 * > XR), 
(1.75) 
其 中 


0 
p» Ps phnC Xi "“”**» x ) 一 ( ) 
Vi - wi De 


] 1 31 1 . | Ld 
。 pa (+ ose ) 


oy (1 O71X) ee ON) Tk /ar， 


人 
二 一 一 一 一 一 一 人 人 人 
2 * > Dk pn O01 


. 28 :和 


我 们 也 可 建立 相应 的 双 近 定理 : 
定理 30” 对 于 任何 : f(x) € SCR), 在 R* 的 任 一 有 界 点 集 
上 一 致 地 有 : 
lim Balf(art); (on) >] = flx), (1.76) 


其 中 a 由 (1. 72) 式 给 出 ， 
对 于 Hermite-Fejer 插值 多 项 式 算 子 以 及 其 它 许多 显明 多 项 
式 算 子 ,都 可 以 建立 完全 类 似 的 结果 ， 
所 有 这 些 结果 都 可 以 看 作 是 Weierstrass 种 近 定 再 对 于 全 空 
间 、 任 意 连 续 范 数 情 况 的 推广 。 

在 文献 [11] 中 、 还 给 出 了 逼近 阶 的 渐 近 公式 . 设 $S 为 R* 中 
的 某 有 界 闭 球 ， 我 们 有 四 
定理 3155 设 线 性 正 算 子 工 :{[ 攻 onz);aiz] 满足 条 件 。， 

L[1; uiiz] 一 1 十 o[oz/p:(z)]， 
:Ga 
+ es 让 站 


了 1 一 azlxri az] 一 


“>X， 
| (1.77) 
| ni(Ga1x) 1 
: La (i ~ ,ut LE “~ 一 ww 41 cm xj = 0 十 0 | 去] 
其 中 5(aztz)，wri(aztz)(oz 一 wj) 均 为 9$ 上 的 连续 函数 ， 
9z(2) 一 0，oi(2) 一 oo(2 一 oo3j) 一 1，2). 
铬 1/9(n) 一 o[ on/ pin )], capn 一 0(z 一 c)， 且 : 
Lol Ap (Gs); or'x] 一 ol 1/ gan)], (1.78) 
则 对 任何 f(x)€ CCR*)，fCx):== OC9(Hxi))(xl 一 co0)， 均 有 
5 一 工 o[ 帮 co)3 a7'x] 一 fx) 
| Na 
~ 一 和 BD es) gr no00, 《1.79) 
证 明 ”由 条 件 (1.77) 站 
Ba 一 Lalf(0t) 一 fx); aztz] + ol1/ p(n)] 
一 也 。 [所 caz) 一 f(x)3 os x] 


easel, 


2 29 + 


+ 人 [few ) — f(s); acte] + ol1/ qe)] z 
Ltt ol/ pl. 本 
由 所 设 条 件 ,存在 常数 4, 使 得 二 i 
IL:| 所 4:L5 [Ap (on1)S Ga onr] 一 of 1/ a(n)]. 
对 上。 中 函数 fleni) 一 f(x) 作 Taylor 展开 ， 得 
Ls— 上 , [> (Qnit, — x;) of. td 


fm 


十 一 LL [pb (az 一 x ) (ant) 一 #1) 3 9 , zz]， 


ZX 


其 中 zs 一 四 < Pere, + ~ x(n > 00). 人 
.|> (aer — #1) oz] 


二 


| 人 bf Pa = Ga'%] 


om UX 


. : 
mm 5 on me 和 07] 一 [don 和 ri] 


i 
CE | 80 
同样 ， 
b> (nis i) (ol; 一 和) 本 or) Ci :| 
Eejwn) x; 
wn emers) . Of(x) om ; 
D3 pa) OxiOx, To a | (1.81) 


综合 (1.80) 和 (1.81), 并 注意 到 1/9.(#) 一 "too/ om) X~x 
(x 一 co) 的 事实 ， 


Bi) oo 


2 Pe OxiOx; 


与 定理 31 完全 类 似 节 ,有 下 列 两 定理 成 立 : 


@ 30 » 


定理 3282 设 线 性 正 算 子 Ln[f(cni);o7'x] 满足 条 件 (1.77). 
并 且 若 cnBs 一 0， wr/ p(n) -> 0， er/ b(n) 一 ofl/ pn) ln 


co)， 而 
Lal Ap (onz)3 aztz] = olf1/ qn)], 


则 对 任意 f(x) € C'(R*)， fe) -= ee (zi — 0%), 均 有 

, "~ Dhlor') a "i 

2 设 线性 正 算 子 Et;e zx] 满足 条 件 
”i Lll;o7rx]=1+ os/ pln)], 


Sg + | 一 | 一 


(1.82) 


Lal i; 四 On wi; Cn zz] 一 


p(n) 


z Wii(0n 'x) 1 
NC + osc]: 


其 中 on/ ln) — 0, p(n)— oo(n— co)。 落 cnp, 一 0(n 一 00)， 
二 [As (ent); oa'x] = oll/ p(n)], 
则 对 任何 f(x) € 站 f(x) 一 人 一 00),， 均 有 


二 7 > mo 


”对 于 由 (1. 61) 所 给 出 的 多 元 Landau "生子 ZTCouosr); az ir] 
来 说 ， 因为 ~ 


On ~ 


ELofli ozix] = 1 oO(l/n), 
了 由 [有 一 Gari; 02'x] = o(1/n) (1.83) 
z A 
LOE oni)(t— onx) cad 一 5 十 0 [过 |， 

其 中 An 是 Kronecker 符号 . 从 而 对 任意 给 定 的 二 次 连续 可 微 函 

数 Ke)e CR*)。 只 需 取 与 之 相 匹 配 的 扩展 乘 数 o 呈 ， 就 有 

0s = LDLf(ass); (aot) ix] 一 He) ~ -人 Af, nz 一 co， 
(1.84 ) 


。 31 。 


其 中 Af 为 


于 执 局 部 正 线性 算 子 通 蔓 近 


设 B 为 Banach 宕 间或 其 子 空间 B 的 元 素 记 为 ty Xs y 
它们 的 模 分 别 记 为 llall, zl, ty，-…-。 又 设 f(x》 是 定义 在 B 上 
的 实 ( 复 ) 值 泛 函数 。{ 工 ， [fC2); <])} 是 一 个 变 * 的 泛 函 数 为 xz 的 
泛 函 数 的 线性 算 子 序列 , 

对 定义 于 B 上 的 任 一 泛 函 数 (2), 作 两 个 新 的 泛 函 数 

CD 一 {2 当 jz 一 x] =, 

-当归 一 如 之 5， 

相应 地 ,线性 算 子 Ls, 可 裂变 为 
La = Last Loans 

其 中 Ls,。 和 上;,s 分 别 定义 为 z 

‘Laol pr] = Ll gz); x] 


P22) = g(t) 一 Ps), 


和 和 
L7,s[ pC), x] — Lol p22); x]. 

我 们 说 线性 算 子 序列 {Ls} 是 “所 局 部 正 * 线 性 算 子 序列 ， 如 
果 存 在 数列 5 一 6。 > 0, 使 得 线性 算 子 L;,,;， 是 正 的 。 亦 即 对 一 
切 f(z) 宇 0, 恒 有 : 

L, :6 [f(z); xz] 之 

所 局 部 正 线性 算 子 的 概念 是 从 文献 Lig 中 引信 和 的 。 它 显然 
是 一 般 线性 正 算 子 的 推广 ， 而 且 确 实 有 许多 拟 局 部 正 线 人 性 算 子 并 
不 是 线性 正 算 子 ( 见 文献 [23]). 比如 一 般 Lagrange 插值 多 项 式 ， 
算 子 ;以 Jacobi 多 项 式 J*'"(x) (ae 8 > 一 1) 零点 为 插值 节点 
的 Hermite-Fejér 插值 多 项 式 以 及 Dirichlet 算 子 等 都 是 拆 局 部 

正 线性 算 子 ， 
我 们 此 处 有 兴趣 考虑 拟 局 部 正 线性 算 子 在 无 界 函数 带 近 方面 


® 32 + 


的 应 用 。 关 于 拟 局 部 正 线性 算 子 的 扩展 蒋 数 法 原理 可 叙述 为 
定理 34"9 设 数 列 os 人 co0, Bs 0 且 canp。 一 0(2 一 00). 如 
果 当 4 一 oo 时 ， 
: le Loll; orz]—>1; 
2° Q (cr) NL,,e,l —> 0. 
则 对 任意 f(x)€ C(Q),， 恒 有 | 
lim Lolf(ent); iix] — f(x), xe 了。 (1.86) 


并 且 。 如 果 条 件 1° 和 2° 在 任 音 有 界 闭 球 S$ 上 皆 一 致 地 成 立 ， 则 
(1.86) 式 便 在 B 的 任意 有 穷 维 子 空 : 闻 B* 的 任 一 一 有 界 子 集 上 一 致 
地 成 立 。 
证 明 于 B 中 任 取 一 有 界 闭 球 s(xl < 4). 由 假设 ,不妨 
取 bs, 二 8。 于 是 根据 定理 所 给 的 条 件 1", 有 
Llf(0nt); aztz] — f(x) : 
= Lalf(gnt) — f(x); a7'x] + o(1) 
= Lop [fmnt) 一 fr); ozlz] 
+ Le [fooz) — f(x); oz'x] + ol1). 
因为 工 , 是 拟 局 部 正 线性 算 子 ,再 根据 条 件 1" 和 2°, 即 可 推 得 
|Lsff(est); anyx] — f(x)|. z 
< Lolf(gn) — fr); oa] 十 sn 
< Lg [fent) — fx); orix]| 
+ |Loglf(es) — fr); artz]1i 十 es， 


< / ma if(0nt) — fx)! ~ Lo,g,ll1; an] 
Jeans!s < 


+ La.s,lf(ant) — f(x); 07'7)l 十 ss 


(1.85) 


2. max fen?) 一 - fC)| 
|est—xl| <enBn 
十 M-. g(o) 工 。 ,| 十 sr， (1.87) 


其 中 gs 0(n 一 00), 而 MM 为 某 正常 数 . 
根据 泛 函 数 f(x) 的 连续 性 和 条 件 2°, 并 注意 obs > 0 (n> 
20)， 下 可 最后 推 全 


ml,lf(an); on) = (x), x€S. (1.88) 


为 最 后 完成 定理 34 的 证 明 ， 只 和 需 证 明 极 限 关系 式 (1.87) 对 
B 的 任意 有 穷 维 子 空间 B* 中 的 有 界 闭 球 5 而 言 一 致 地 成 立即 可 . 
显然 5 是 一 个 紧 致 闭 集 ， 于 是 根据 它 所 具有 的 Heine-Borel 性 质 
便 不 难 推出 泛 函 f(x) 在 S$ 上 的 一 致 连续 性 。 于 是 只 要 条 件 1° 
和 2° 在 任 一 闭 球 上 一 致 地 成 立 , 则 我 们 就 可 由 (1.87) 断言 极限 
关系 式 (1.88) 在 S 上 一 致 地 成 立 。 定 理 证 毕 . 

设 jacobi 多 项 式 1J9e2(z) (ep 二 一 1) 的 = 个 根 为 

一 1 一 2 一 xz 一 一 xz 一 1 
作 2 一 1 次 多 项 式 (关于 变 元 *)) 
一 vi (r(x)) )’, | (1.89) 
其 中 J,(*)) 三 JP(x)),， 且 
r(x;) 
1(x;) 一 = Gr x TY 

于 是 在 《 维 正方 体 

DB = {x O11 1x1} 


上 的 丸 元 Hermite-Fejér 插值 多 项 式 为 : 


Ho[lf(#); x 1 一 之 ， “ 2 fx)” ,* “3 x ) pi Xs * “°*, Xk), 
| ~ z (1.90) 
其 中 | z 
PV. r XA) p(x) Pir (x ), 
与 文献 [18] 中 一 样 , 可 以 证 明 维 线性 算 子 日 ,[f; x*] 是 
拟 局 部 正 线性 算 子 。 并且 当 xc 一 2 一 0 或 者 wa 一 2 一 1I/2 时 ， 
Hslf; x] 是 拟 局 部 正 线性 算 子 \ 而 不 是 线性 正 算 子 。 利 用 定理 34 
还 可 仿 文 献 [18], [23] 而 证 得 下 面 的 定理 : 
定理 35 设 f(x)€ C(R*)， 则 在 R* 上 几乎 一 致 地 有 


。34。 


lim Fo 人 几 crt)3 (er) x] = f(x), \1.912 


其 中 
oz =— OQ-!(inn) 


为 与 1(x) 相 匹 配 的 扩展 乘 数 。 


第 二 之 多 元 插值 


$ 1 多 元 插值 问题 的 提 法 


设 刀 是 * 维 欧 氏 空间 R' 中 的 有 界 财 区 域 。 xs zs………，xt 是 
D 中 和 个 互 不 相同 的 氮 。P(x)，P(z)，…，PkCx) 是 定义 于 D 
上 的 个 线性 无 关 的 :元 实 值 连续 陆 数 (通常 取 为 多 元 多 项 式 ). 
f(x) 是 定义 于 D 上 的 ， 元 实 值 连续 函数 。 所谓 多 元 插值 问题 , 就 
是 楼 找 出 实 线性 组 合式 


P(x) = cP.(x) Tt cPx) + -+ cPilx), (2.1) 
使 之 满足 插值 条 件 z 
P(x;) = fx), 1C—=1,2,...,k. (2.2) 
这 样 求 得 的 P(x) 称 为 溺 数 f(x) 的 广义 插值 多 项 式 , f(x〉 称 为 
被 揪 函 数 ,而 插值 帝 近 的 误差 
r(x) 二 f(x) — P(x) (2.3) 
称 为 插值 余 项 。 


今后 我 们 将 插值 条 件 (2.2) 中 所 用 的 点 组 {xi}f, 称 为 插值 
结 点 组 ,而 把 由 P(x), P(x),.…, Pi(x) 的 所 有 实 系数 线性 组 合 
做 成 的 线性 空间 了 称 为 插值 空间 ， 若 对 于 任何 连续 函数 1(x), 上 
述 插值 问题 (2.1) 一 (2.2) 的 解 总 是 存在 而 且 唯 一 的 ， 则 说 该 问题 
为 适 定 插值 问题 ;并 称 称 结 点 组 {x;} 和 ， 是 空间 P 的 适 定 结 点 组 . 

大 家 知道 ,多 元 插值 法 在 多 元 消 数 的 列表 、 外 形 曲 面 的 设计 和 
有 限 元 法 中 有 着 广泛 的 应 用 。 而 其 中 经 常 应 用 的 是 所 谓 多 元 多 项 
式 播 值 ， 即 取 上 述 的 {Pi} 为 :元 的 代数 多 项 式 的 情形 。 在 本 章 
中 我 们 仅 就 二 元 多 项 式 插值 间 题 进行 计 论 ， 其 中 许多 方法 和 结论 
都 不 难 推 广 到 变 元 数 更 多 的 多 项 式 插值 问题 中 去 ， 

与 一 元 多 项 式 插值 不 同 ， 二 元 (或 多 元 ) 多 项 式 插值 的 结 点 组 
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是 不 能 任意 选 的 。 选 得 不 好 就 会 导致 插值 问题 的 不 适 定 ， 从 而 就 
找 不 到 所 要 求 的 插值 多 项 式 . 例如 ， 在 平面 上 任 取 直线 上 的 三 个 
点 做 二 元 一 次 插值 ， 和 取 圆 内 接 正 六 边 形 的 六 个 顶点 做 二 元 二 次 
插值 ,都 将 出 现 插 值 间 题 不 适 定 的 铺 形 .因此 ,研究 二 元 多 项 式 插 
值 必 须 首先 解决 插值 的 适 定性 问题 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 应 
该 从 代数 曲线 论 中 的 Bezout 定理 讲 起 . 


§ 2. 代数 曲线 论 中 的 Bezout 定理 


出 于 我 们 的 需要 ， 下 面 只 在 实数 域 和 实 平面 中 来 讨论 代数 曲 
线 的 性 质 . 
”车 P(x,y) 是 一 个 二 元 4 次 ( 非 零 的 ) 多 项 式 , 则 把 实 平面 
0:， 上 所 有 满足 方程 : 

P(x, y)=0 

的 点 所 构成 的 集合 称 为 与 P(x, y) 相对 应 的 x 次 代数 曲线 , 并 简 
称 为 # 次 代数 曲线 P(x, y)， 着 + 次 多 项 式 P(x, y) 可 表 为 两 个 
次 数 不 低 于 1 的 实 系 数 多 项 式 之 积 , 则 说 多 项 式 . P(x，y) 是 可 约 
的 。 否 则 说 # 次 多 项 式 P(x, y) 是 不 可 约 的 , 并 说 ”次 代数 曲线 
P(x, y) 是 不 可 约 的 。 关 于 代数 曲线 交点 个 数 的 下 述 Bezout 定 
理 ( 见 文献 [26]) 是 著名 的 : 

定理 1 若 m 次 代数 曲线 P(x,y) 与 2 次 代数 曲线 P(x,y) 
的 交点 的 个 数 多 于 mn, 则 一 定 有 次 数 既 不 超过 m 也 不 超过 = 的 非 
零 多 项 式 9(*, y) 存在 ,使 得 

P(x, y) =— O(x, y)Ri(x, y), 
P(x, y) = Q(x, y) R(x, y), 

其 中 Ri(+，y)，Ri(x,，y) 为 次 数 分 别 小 于 办 和 ?的 二 元 实 系 数 

证 明 设 (xis 9) (x2 92) (Xmnti ymz+1) 为 代数 曲线 

Pi(z，7) 一 io) 十 Cr] 十 … -amr)y” = 

和 
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P(x, y) = Box) TF BX)Yy + bolr) yat 
的 mn 十 1 个 互 不 相同 的 交点 ， 我 们 不 妨 假设 am 关 0 和 bo。 二 0， 
并 且 xy x xmn4i 互 不 相同 ( 因 若 不 满足 这 些 条 件 ， 则 可 做 一 
坐标 变换 ,使 两 条 代数 曲线 在 新 的 坐标 下 的 方程 满足 上 述 要 求 ,证 
明 上 述 结 论 后 再 做 一 逆 变 换 妈 可 )。 显 然 系 数 ar(x) 和 5,(x) 分 
别 是 次 数 不 超 过 mm 一? 和 # 一 的 一 元 多 项 式 。 我 们 称 w 十 # 阶 
行列 式 


Aa0 a #3 要 三 各 ty 


20 Aai dd3 "°°*" lm 
和 : ， 
S(x) Aan A 好 3 {Im (2.4) 
bo BB by bn 


bo b, 2 Ds 

bb 
为 二 元 多 项 式 Pi(x,y) 和 P,(x,y) 关于 yy 的 结 式 。 该 行列 式 中 
含 。 的 行 共 有 # 行 , 含 6 的 行 共有 mm 行 。 由 于 它 的 每 个 元 素 都 是 
* 的 多 项 式 ， 故 将 它 展 开 后 仍 是 关于 变数 x 的 一 元 多 项 式 。 其 次 
数 可 按 如 下 的 办 法 算出 : 即将 含 < 的 第 i 行 乘 以 x" +!， 将 售 &。 
的 第 j 行 乘 以 xm-i#f， 便 可 看 出 SCx》 的 次 数 为 
(m+ n)+ (m+n 1)+..- +1 (m+n)(mtnt 1) 


与 
> nn 十 1) 十 ~ m(m+1) 


snd 


之 差 , 妇 ] mr 
设 41(%), As(x), + +, Amta(*) 分 别 是 该 行列 式 的 第 一 列 元 
素 的 代数 余子 式 ,并 令 


A(x, 7y) 一 di(Cx ] 十 4(xJy 士 … 十 .40x7y2 !，, 
B(x,y) 一 dori(xz) 十 okX]7 士 十 Lao+mCXJ 
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则 应 有 恒等式 
Sx) = A(x, y)P(x, y) + B(x, y)P(x, y) (2.5) 

成 立 。 这 是 由 于 将 全 等 式 组 

Paotrayt ay 十.… Tamy”, 

yP, 三 aoy 十 ay Taw_y” + dmy 


m1 
Ed 


兴 二 外 


y" PP, 二 aoy” 十 ay? 十 -十 amy 
p, = pb, 十 biy 十 by 十 十 bry”, 
yP, 于 boy 十 by 十 "十 Dn_iy” 十 bny"t!, 
ym ip, 三 一 boy mm li biy™ 二 。 人 十 p a 


的 第 : 式 分 别 乘 以 _4i(x)， 相 加 后 便 得 az 5 ) 式 . 
由 (2.5) 式 和 定理 假设 知道 , 5S(x) 其 有 mn 十 1 个 互 不 相同 
的 零点 za， X29 Xmntie 但 SCx) 是 次 数 不 超过 927 的 多 项 式 ， 
故 必 有 S(x) 三 0.。 这 就 是 说 行列 式 (2.4) 的 值 为 零 .- 因此 该 行 
列 式 的 各 行 向 量 关于 由 * 的 所 有 有 有理 分 式 做 成 的 域 是 线性 相关 
的 ，。 也 就 是 说 存在 有 理 分 式 CCK), ox) an(s)，PCz)> -5 
bmn(x) 不 全 为 雪 , 使 得 
Ciao = Pibo, 
: oa 十 a0 = Bb + pb, 
auos 十 oa 十 Qsa0 一 Bb; 十 Bb 十 Bo， 
cngm 一 Pmbn 
由 此 可 知 ,关于 y 的 多 项 式 本 
9 一 oi 十 ooy 十 :十 any? 
pt by ty 
满足 关系 式 
gh =$P, (2.6) 
和 而且 和 几 均 不 恒 为 零 . 用 w aa 41s 记忆 ,……… ,Bm 的 公分 
母 W(x) 续 上 式 的 两 端 便 得 z 
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W (x) p(x, y)P(x, y) = Wpr, y) P(x,y). 

此 时 玉 W(x)qg(x,y) 和 WW(x)p(x,y) 分 别 是 关于 y 次 数 不 超 过 
# 一 1 和 m 一 1 的 二 元 非 零 多 项 式 . 该 恒等式 说 明 P(x, y) 能 
够 整除 W(x)g(x， y)Pa(x,y)。 但 Pi(x, y) 关于 》 的 次 数 比 
矿 (xz)bxz。y) 高 ， 因 此 必 有 Pi:(x,y) 的 一 个 质 因 子 〈 即 不 可 约 
多 项 式 因子 ) 8(x, y) 能 够 整除 P(x,y)。 即 存在 次 数 分 别 小 
于 mw 和 ## 的 多 项 式 R(x，y) 和 Ra:(z。?) 使 得 

P(x, y) =— O(x, y)Ri(x, y), 

P(x, y) — Q(x, y)Rs(x, y). 
证 毕 。 


$ 3. 二 元 多 项 式 插值 的 适 定 结 点 组 


本 市 讨论 二 元 多 项 式 播 值 的 适 定性 问题 。 我 们 首先 给 出 问题 
的 一 般 提 法 。 
设 Pi(x,y), Pi(x,y),，-*, Px(x,y) 是 定义 在 Ow, 平面 上 
的 一 组 线性 无 关 的 实 系数 的 二 元 多 项 式 .。 PP 是 它们 支 成 的 实 线 性 
空间 。 则 P 中 元 素 的 一 般 形 式 为 z 
P(x,y) 一 cPi(x, y) + cPaxs y) + + caPalrs y). 
(2.7) 
设 D 是 0s:, 平面 上 的 有 界 闭 区 域 , f(x, y) 是 定义 在 D 上 的 二 元 
连续 前 数 , 4q1, 9;，,*…… ,94 是 DD 中 互 不 相同 的 《个 点 。 所 谓 二 元 多 
项 式 插值 问题 ,就 是 要 找 一 个 形 如 (2.7) 的 多 项 式 P(x, y)， 使 其 
满足 插值 条 件 
P(lqi) =f(9), i=1,2,...,*. (2.8) 
如 此 的 P(x， y) 称 为 f(x， y) 在 P 中 在 结 点 di9 T2939"**" 4k 上 的 
插值 多 项 式 。 若 对 于 任何 被 插 函 数 f(x,y) 上 述 插 值 问题 的 解 都 
存在 而 且 唯 一 , 则 称 {L4; 兴 =， 是 空间 下 的 适 定 结 点 组 ， 并 称 插 值 
问题 (2.8) 为 适 定 插值 问题 . 
为 了 叙述 方 侄 , 阁 P(x，y) 《Pp 是 一 个 非 堆 多项式， 则 我 们 
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就 说 代数 曲线 P(*, y) 一 0 是 P 中 的 代数 曲线 ， z 
基本 引 理 《9 <1 是 了 的 适 定 结 点 组 的 充 要 条 件 是 {qi = 
不 在 P 中 的 任何 一 条 代数 曲线 上 . 
证 明 必要 性 是 显然 的 , 因为 如 果 (qi 是 P 的 适 定 结 点 
组 ( 即 插 值 问 题 42.8) 的 解 存在 而 且 唯 一 ), 则 行列 式 
P(gq) P22) …… Pi (qi)| 
P(g3) Pq) £1* Pi(4;) 
Pi(qx) Pa(qx) *** Pa(gx) 
不 为 零 . 这 时 若 有 非 零 多 项 式 P(x,y) EP 使 得 点 组 {91 浅 。， 都 
落 在 曲线 P(x, y) 一 0 上 , 即 
P(gq)— 0, im1,2,..,K, 
则 由 {4: 片 2- 的 适 定性 可 知 ， 必 有 P(xsy) 三 0. 这 与 P(x, y) 
是 非 零 多 项 式 的 假设 矛盾 。 故 {49; 片 <， 不 在 P 中 的 任何 一 条 代 
数 曲 线 上 . z 
为 证 明 充 分 性 ,我 们 假定 {9; 片 -! 不 是 PP 的 适 定 结 点 组 。 这 
时 行列 式 人 为 零 。 而 这 说 明 人 的 《 个 行 向 量 是 线性 相关 的 。 
存在 一 组 不 全 为 零 的 实数 c,，c:,- ,ch 使 得 
ciPi(9;) + .capi(4;) 十 … 十 ctPh(g) = 二 0， i 一 1,2,-.., 丰 . 
这 说 明 点 组 49; 小 = 落 在 P 中 的 代数 曲线 : : 
P(x, y) 一 ciP(x, y) + czP(zy) Tt caPilx, 1) 一 0 
上 上 。 充 分 性 得 证 . ， 
这 个 引 理 的 作用 是 将 插值 的 适 定性 问题 转化 为 一 一 个 几何 问 
题 。 这 就 为 代数 几何 方法 的 运用 打下 了 基础 。 以 下 我 位 用 了 和 表 
示 所 有 次 数 不 超 过 # 的 二 元 多 项 式 所 构成 的 空间 。 而 用 Pm,。 表 
示 所 有 关于 x 的 次 数 不 超 过 m， 关 于 7 的 次 数 不 超 过 + 的 二 元 多 
项 式 所 构成 的 空间 ， 
关于 P; 的 适 定 结 点 组 有 如 下 定理 : 
定理 234 若 194 上 =， 是 也 的 适 定 结 点 组 ， 它 的 每 个 点 都 不 
某 条 ! 次 QQ 一 1,2) 不 可 约 代数 曲线 9(x, y) 一 0 上 , 则 在 该 


ee 41*， 


曲线 上 任 取 的 (x 十 3)2 一 1 个 不 同 的 点 与 {9 站。 一 起 必定 构 
成 Ps+i 的 一 个 适 定 结 点 组 . 

”证 明 我 们 用 表示 在 不 可 约 代数 曲线 8(x,y) 一 9 上 所 
取 的 (2 十 3 儿 一 1 个 互 不 相同 的 点 的 集合 . 4, 片 =， 的 点 数 《= 


> ("十 1)(n 十 2)。 用 绍 表示 两 个 集合 之 并 , 则 委 所 合 点 数 为 


= (十 3)( 十 20). 当 /一 1,2 时 ,这 恰 与 Per 的 维 数 相同 . 


我 们 用 反 证 法 来 证 明 色 是 Po+: 的 适 定 结 点 组 ， 假 定 络 不 是 
P+ 的 适 定 结 点 组 . 则 由 基本 引 理 , 必 存 在 非 零 多 项 式 P(x,y) € 
P。4i 使 得 多 中 点 全 都 在 代数 曲线 P(x,y) 一 0 上 .但 家 的 子 
集中 的 点 又 都 在 不 可 约 代数 曲线 0(x, y) 一 0 上 ,4 中 含有 
(z 十 3 儿 一 1 个 点 , 故 1 次 不 可 约 代数 曲线 Q(x, y) 一 0 和 十 
l 次 代数 曲线 P(x, y)=0 至 少 有 (> 十 3) 一 1 二 (xz 十 Dl 个 
交 操 (注意 , 其中! 二 1,2). 由 Bezout 定理 可 知 ， 六 有 次 数 小 于 
”十 4 的 多 项 式 R(x,y) 存在 ,使 得 z 
z Plx,y) = O(x, y)R(x, y). 

Q(x, y) 是 1 次 不 可 约 多 项 式 ， P(x,y) € Pan, 改 R(x,y)E€ 

.这 时 我 们 有 
R(gi) = P(g9i)/ 0(9) = 0, i=1,2,...,*. 
而 (9 站- 是 P, 的 适 定 结 点 组 ， 故 必 有 R(x, y) 三 0， 从 而 
P(x, y) 三 0。 这 与 假设 P(x, y) 是 非 零 多 项 式 和 矛盾。 证 毕 . 
“由 于 在 平面 上 任 取 一 点 都 可 做 成 Po 的 适 定 结 点 组 ,所 以 从 这 
点 出 发 ,反复 地 应 用 定理 2 ,我们 就 可 以 构造 出 一 系列 插值 空间 P， 
的 适 定 结 点 组 。 我 们 在 这 里 仅 给 出 P, 的 两 类 适 定 结 点 组 的 构造 
方 补 。 
直线 型 结 点 组 Co: 
第 0 步 , 在 平面 上 任 选 一 点 4 作为 一 个 结 所 。 
第 一 步 , 在 平面 上 做 一 条 直 工 , 不 通过 4 点 ， 在 其 上 任 选 两 个 

互 不 相同 的 点 作为 新 增加 的 结 点 。 
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看 国学 间 当 直 和 二 


第 # 步 ,在 平面 上 做 一 条 直线 工 ， 不 通过 前 面 已 选 好 的 点 。 在 
其 上 任 选 ”十 1 个 互 不 相同 的 点 作为 新 增加 的 结 点 . 

第 ” 步 完 成 时 所 得 到 的 结 点 组 我 们 用 56， 来 表示 ， 并 称 它 为 
z 次 直线 型 结 点 组 。 根 据 定理 2, 显然 该 结 点 组 是 P; 的 适 定 结 点 
组 。 

狐 线 型 结 点 组 D,,: 

第 0 步 ,在 平面 上 任 选 一 点 9 作为 一 个 结 点 ， : 

第 一 步 ,在 平面 上 做 一 条 二 次 不 可 约 曲线 工 , (可 以 是 椭圆 . 双 
曲线 或 抛物 线 ) 不 通过 4 点 ,在 其 上 任 选 五 个 互 不 相同 的 点 作为 新 
增加 的 结 点 。 

第 # 步 ,在 平面 上 再 做 一 条 二 次 不 可 约 曲 线 工 ,( 可 以 是 艇 圆 、 
双 曲 线 或 抛物 线 ) 不 通过 前 面 已 选 好 的 点 ， 在 其 上 任 和 多 4 十 工 个 
互 不 相同 的 点 作为 新 增加 的 结 点 . 

当 第 ” 步 完 成 时 所 得 到 的 结 点 组 我 们 用 9:。 表 示 , 并 称 它 为 
2n 次 弧 线 型 结 点 组 .根据 定理 2, 显然 该 结 点 组 是 P,。 的 适 定 结 
点 组 。 当 其 中 的 二 次 不 可 约 曲线 取 成 是 以 4 为 心 的 一 些 局 心 图 局 
时 ,所 得 到 的 结 点 组 称 之 为 2” 次 圆 型 结 点 组 。 

下面 我 们 转 而 讨论 插值 空间 P。。 的 适 定 结 点 组 。 我 们 有 

定理 3 设 {9; 片 -， 是 平面 0;s， 上 的 关于 插值 空间 P。,。 
的 适 定 结 点 组 。 若 它 的 每 个 点 都 不 在 竖 直 线 x = a 上 ， 则 在 该 竖 
直线 上 任 取 的 4 十 1 个 互 不 相间 的 点 与 19: 入 -1 一 起 必定 构成 

Pw 的 适 定 结 点 组 .同样 地 、 若 {9 站 -， 的 每 个 点 都 不 在 横 直 
线 y 一 sz 上 、 则 在 该 模 直 线 上 任 取 的 mw 十 1 个 互 不 相同 的 点 与 
{9: 光 -一 起 必定 构成 P;,sy， 的 适 定 结 点 组 . 

证 明 在 此 我 们 只 证 明定 理 的 前 半 部 分 。 后 半 部 分 的 证 明 是 
完全 类 似 的 .。 我们 用 盖 表 示 在 坚 直 线 * 一 a 上 所 任 取 的 # 十 1 个 
互 不 相同 点 的 集合 。 用 吧 表示 卫 与 144-， 的 并 梨 ， 则 鲍 所 
合 点 数 为 (1 十 1) (2 十 上 ) 十 (zz 十 1l) 一 (1 十 2)(2 十 1 )。 这 
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恰好 等 于 空间 Par。 的 维 数 。 下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 多 是 
Ps 的 适 定 结 点 组 。 假 设 表 不 是 Pw nn, 的 适 定 结 点 组 . 由 基 
本 5 引 理 知 , 多 必然 落 在 Pn,。 中 某 条 代数 曲线 P(x, y) 一 0 上 ， 
其 中 P(x, y) 关 0， 由 于 P(e,y) 是 关于 > 次 数 不 超 过 4 的 多 项 
式 ， 世 中 的 = 十 工 个 互 不 相同 的 点 都 是 它 的 零点 ， 故 必 有 Pla， 
y) 圭 0。 而 这 说 明代 数 曲 线 P(x, y) 二 0 与 一 次 代数 曲线 zx 一 
a 一 0 有 无 穷 多 个 交点 .由 Bezout 定理 , 必 有 次 数 小 于 mm 十 十 1 
的 多 项 元 R(x, y) 存在 ,使 得 
P(x, y) = (x ~ a)R(rx, y). z 

由 于 P(x,y)€ Ps， 故 R(x,，y)E Pw,,,. 义 由 于 在 点 组 {94 入 =- 
上 P(x, y) 取 零 值 , 而 (x 一 a) 不 取 零 值 , 故 有 

1 R(g) = 0, 1=1,2,...,%, 
但 {9 兴 -= 是 P， 的 适 定 结 点 组 ， 故 有 R(x, y) 三 0， 从 而 
P(x, y) 法 0。 这 与 P(x, y) 兰 0 甩 盾 .证 毕 . 

由 于 在 0O:， 平 面 上 任 取 一 点 9 都 构成 Pu 的 适 定 结 点 组 ， 
所 以 从 这 点 出 发 ,反复 应 用 定理 3， 可 以 构造 出 P,, 的 各 种 各 样 
的 适 定 结 点 组 . 我 们 这 里 仅 给 出 两 类 Pm,n 的 适 定 结 点 组 的 构 霹 
方法 . 

竖 线 型 结 点 组 Un,n: ， 

在 Oxy. 平面 上 任 做 mm 十 1 条 互 不 相同 的 竖 直 线 ， 在 每 条 旦 直 
线 上 任 取 ”十 上 工 个 互 不 相同 的 点 。 根据 定理 3， 所 有 这 些 点 构成 
P>,。 的 适 定 结 点 组 ， 我 们 称 为 坚 线 型 结 点 组 Aw,n。 . 

下 面 我 们 介绍 十 字 型 结 点 组 .我 们 把 分 别 与 坐标 轴 0; 和 0O， 
平行 的 一 对 直线 称 为 一 个 十 字 ， 而 称 这 两 条 直线 为 该 十 字 的 两 个 
分 量 . 

十 字 型 结 点 组 8,,»: 

第 0 步 ,在 0:, 平面 上 任 取 一 点 9 作为 结 点 。 

一 第 一 步 ， 在 平面 上 做 一 个 十 字 X, 不 通过 已 选 好 的 点 49, 在 其 
一 个 分 量 上 任 取 两 个 互 趟 相同 的 点 ,而 在 该 分 量 之 外 ,在 另 一 个 分 
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景 上 再 取 一 个 点 . 

第 4 步 , 在 平面 上 再 做 一 个 十 字 X, 不 通过 前 面 已 选 好 的 点 ， 
在 其 一 个 分 量 上 任 取 ”十 工 个 互 不 相同 的 点 ， 而 在 该 分 量 之 外 ， 在 
另 一 个 分 量 上 再 任 取 ”个 互 不 相同 的 点 。 

当 第 > 步 完成 时 所 得 到 的 结 点 组 记 为 多 。。， 并 称 其 为 十 字 
型 结 点 组 。 绍 ,,。 显然 是 P。,。 的 适 定 结 点 组 。 

关于 适 定 结 点 组 的 讨论 为 建立 插值 公式 商定 了 基础 。 下 面 几 
节 我 们 将 给 出 一 些 构造 二 元 多 项 式 插值 公式 的 方法 ， 


4 着 商 算法 


在 一 元 插值 中 有 Newton 差 商 插值 公式 .我 们 自然 会 想到 
这 样 的 问题 ， 能 否 将 它 推广 成 二 元 差 商 插值 算法 2 本 节 就 是 要 研 
究 这 一 问题 . 

设 马 是 平面 0.， 上 的 有 界 闭 区 域 , f(x, y) 是 定义 在 D 上 的 
二 元 连 函 数 。 在 九 中 取 定 如 下 形式 结 总 组 : 

GE 一 {(xi jj)10 委 1 委 1i 0< 委 < 委 太 jj 
其 中 : z : : 
宇宙 。 > 17 
我 们 称 这 种 结 点 组 为 可 整 序 格 点 网 。 所 吝 二 元 差 商 算法 主要 是 针 
对 这 种 结 反 组 而 提出 的 插值 算法 。 
为 了 书写 方便 ,我 们 采用 Steffensen?7 的 记 身 : 
六 = fxos ,Xo; yz)， 
Xs = (x — rox oz) (x x1), 
Yi Cy ym yD) Oo yn) 
Xo 一 Yo 一 1. 
根据 一 元 Newton 差 商 插值 公式 , 我 们 有 


帮 zy 7y) 一 3 Xf (Xos* ** ,> Ty y) 七 Xmrf(x, ro *» Xm Yy) 


Y=0 
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以 及 


人 .…， > Ty? y) = Y， Yafo 


十 YY +f (ro, “Ya > Vos * "Ss yn,). 
从 而 ， 有 们 就 得 到 了 GE 上 的 插值 公式 : 


f(x y) 一 > > X， Y sw 十 ix， y)， (2.9) 
其 中 加 
p(x, y) 一 并 三 XY fo (2.10) 
是 E 上 的 插值 多 项 式 ， i 


r(x y) = Xntf(x, tos***, Tm; y) 


十 > X,Y, +if(xo, "Xp YY, yos “9 ys,) (2.11) 


ye 


是 插 信 余 项 ， 这 时 插值 多 项 式 空 间 为 
p 一 位 习作 


利用 差 商 的 性 质 容易 证 明 @ 是 了 的 适 定 结 点 组 。 例 如 取 
人 (xy) = ry", OSEm, 0 jn, 

则 当 > 之 时 ,f(xos :**, Xv; 7y，)0。， *:*, yn ) 一 0。 当 2 一 2 
时、 由 于 >， 之 2 也 有 所 zoy………，xojiy。y0 "Yr,) 一 0， 故 
插值 的 唯一 性 是 很 容易 证 明 的 。 通 过 直接 代 和 人 可 以 验证 ,插值 多 
项 式 (2.10) 是 满足 插值 条 件 的 ， z 

从 一 般 公 式 (2.9) 出 发 ， 我 们 可 以 导出 许多 有 用 的 带 差 商 的 
棉 值 公式 来 ， 例 如 , 当 令 四 一 六 一 一 nm 一 了 时， 我 们 就 得 
到 了 和 矩形 上 的 插值 公式 : 

fxr,y) 一 了 > Xujo 二 ra (2.12) 


其 中 余 项 
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站 Ktif(x, Xo * + Xm) y) 
十 >, X,Y srf(xo,*. “5 Xp Ys Yo>**', y» ) 
P 壬 人 0 | 
= Xmnflz, XO *, Tm y) 十 Yur{tf(x; y， yos***, yn) 
— Xrifx, ii yy i 


Xt (rm +1)} Yt 《好 十 有 
= 十 + 
+ D1 z (7y) GG 1 六 (x, 7) 
Xi Yi ft "+D(E, 7). (2. 13) 


re 二 1)1(z 十 1)1 
此 处 和 吉 落 在 包含 ix0 Xm 的 最 小 区 间 之 内 ， 而 ?3 和 站 落 
在 包含 y, mx … , ys 的 最 小 区 间 之 内 。 显 然 该 插值 问题 的 播 值 空 
闻 是 已。 
同样 地 ,如 果 取 n, 一 一 vy，v 一 0，1,………，m， 便 得 到 多 项 
式 空 间 Pm 中 的 插值 公式 : 
f(x,y) 一 3 2 X,Y ,fun 十 ras (2.14) 


其 中 z 
r3 Xnf(r, X09 Xmy y) 


十 之 | X,Yn +i_vf xo, “9 Tp yy ym-»), : (2.15) 


如 0 


下 面 我 们 写 出 一 些 党 用 的 插值 公式 ， 为 了 下 贷 篇 钼 ， 我 们 不 
一 一 证 明 . 
1) 取 xx 一 1 一 0,1，2，-…，7; yj 0, 1, 2 » 
n。5| 进 记号 
Ax: Arf(x, y)—= fxrt+1,y)— f(x, y),. 
Ay: Ayf(x, y) = fx, yt 1)— f(x,y), 
St, gh = ss CO— 1):.. “(z 一 《十 1). 
这 时 上 的 Newton 家 初 播 值 公 \ 式 为 


f(x,y) 一 D3 D3 -A A?1(0, 0) tr, 


二 yl 


e 47 加 


取 刀 全 一 1 1 一 0i2 0 y= 一 J 7 -= 0,1, 
2 ，.。。，7z。 
z: Vref(x, y) = Hr, 7y)— fro 1,y), 
Vy Vyfx, 97) = fx, 7y) OO— fx, y— 1), 
sR sto= zz 1)..…(z tC— 1)., 
这 时 上 的 Newton 表 末 插 值 公 式 为 z 


ny 


Her 力 一 习习 于 


3) 取 X21 = 1 ry 7 一 1。 ya = i 假设 和 z 
和 ny 均 为 偶数 ， 而 后 集 € 关于 两 个 坐标 得 xz 一 0 和 ?7 一 0 均 是 对 
称 的。 引进 记号 


rs 一 (e+ 二 7 一作 z 一 1 » 
(x, 


6y: Oyl(x», 7) fx»? + 二) 一 (zy 1) 


er 


gx: orf(x, y) 一 > |( 十 ， y 士 f(x 一 >， »)|， 
; ) 


cy: oyl(x, y) 一 了 UG y 十 > 


(—»} yr 


2— yy ry 1(0, 0) tr, 


‘pn. zizzi 一 22{ z2 一 12)(sa 一 23... 


一 (一 1 
es 机 -一 22 一 (二 ) ) (2 一 (>) )…… 
全) 


(9) 二 (2971 yw-! X27 2 
了 = TroOr 二 TT 人 >x 学 
(2» - 一 1 1 (2»)1 
[2 一 [2 
$4”) 一 和 oO, 6271 十 ?7 52 


Qe— DL (2p)1 
这 时 E@ 上 的 Stiring-Stirling 插值 公式 为 
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D3 ssf0, 0) 二. 

: / "0 “79 | 

在 该 公式 中 我 们 规定 (( 一 1)1)-=0. 人 
4) 取 | i， 2 -1 玫 1; ya 一 一 7 ， Ya 多 假设 入 


和 均 为 奇数 ,而 点 集 @ 关于 两 条 直线 + 一 二 和 y 一 ,去 , 均 是 
对 称 的 . 除了 3) 中 的 记号 外 ， 我 们 还 记 


az+3-1 wz 
bY == ap tl 


(2»9)1 0 ti 扣 


(1) -- ye zx 十 y2 pt 2 
GD Dr 
则 由 公式 (2.9) 可 推 得 如 下 的 6 上 的 Bessel-Bessel 插值 公式 


(p14— 1 二 72 (ny 一 1)72z 


1 名 A 了 。 
(< 十 工 ,y 十 二 ) 一 之 ， S01 (3 1)+ 
5) 取 Ya = 1, Xai 一 一 3 和 一 一 思 Yai = 7。 假设 所 是 
偶数 ，m 为 奇数 。 而 点 集 @ 关 于 两 条 直线 * 一 0 和? 一 二 均 是 


对 称 的 。 则 由 公式 (2.9) 可 推 得 如 下 的 @ 上 的 Stirling-Bessel 插 
值 公式 


1 pz72 《1 一 1 2 网 { 
f(x,y+ 闻 ) 一 刀 于 9 (0 ) + 

最 后 我 们 指出 ， 由 一 元 带 差 商 的 插值 公式 形成 二 元 带 差 商 
的 插值 公式 还 可 以 有 更 多 的 组 合 方式 。 如 Bessel-Stirling 公式 ， 
Everett-Everett 公式 。Everett-Stirling 公式 , 等 等 。 到 底 选 用 哪 
个 公式 好 ， 这 要 根据 计算 时 具体 情况 来 定 。 不 过 这 些 公式 都 可 以 
以 一 般 公 式 (2.9) 推导 出 来 。 z 


7. Lagrange 方法 


设 平 面 上 给 人 定 了 -- 组 插值 结 点 qo， di:………，4k， 用 Lagrange 


e 49 * 


方法 去 构造 插值 公式 ， 就 是 去 找 对 应 的 一 事 多 需 式 Lol(x*,y)， 
Li(z，y)、-"……， 上 4(+，y)《 它 们 被 称 为 Lagrange 插值 基本 多 项 
式 ) 使 得 | | 
. . 0， 当 i = i 时 ， 
iq) {1 当 i = 了 时 ， i, 1 一 0， 1 。 -人 。 
从 而 我 们 就 得 到 了 博信 公式 


f(z， DD tr (2.16) 


Lagrange 方法 是 构造 插值 公式 的 重要 方法 之 一 在 原则 上 
对 任何 一 个 适 定 插值 问题 都 可 构造 其 Lagrange 插值 公式 ， 只 是 
竹简 的 程度 不 同 罢 了 。 对 于 一 些 特 殊 的 结 点 分 布 。 我 们 可 以 用 
Lagrange 方法 很 方 使 地 求 出 插值 公式 。 下 面 我 们 就 给 出 几 个 运 
用 这 种 方法 的 例子 . 
1) 矩形 网 点 上 的 Lagrange 插值 
设 插 值 结 点 为 (xis 8) 1 一 0， 1，- mi 1 一 0, 1，-…，m。 
UCx) 一 (zx 一 xo)(x 一 x1)- (x 一 xn)» 
EAC 
显然 (zx; y;) 点 所 对 应 的 Lagrange 插值 基本 多 项 式 为 
/ i U(x) Vy) 
MiCANity) 一 U(x)(x— x) VOD 一 2) 
因此 对 应 的 Lagrange 插值 公式 为 


re 


Ke 一 > zs I ME) NIC) + 


f= f= 人 0 


— DDH UG) 


i=N /= VU (x 1) (x xi) 
Ze 十 r。 (2.17) 


Vv (yi 人 让) -| 
根据 插值 的 唯一 性 ， 这 个 公式 与 $4 中 的 公式 (2.12) 是 等 价 的 ，。 
2) 三 角形 网 点 上 的 Lagrange 拓 信 i 
?9 50 ? 


考虑 平面 上 任意 一 个 三 角形 4B3C ( 见 图 2.1), 将 4C 边 2 
等 分 ， 过 每 个 分 点 做 分 别 平 行 于 48 和 
BC 的 两 条 直线 。 这 样 就 在 三 角形 内 得 到 
许多 交点 。 林 难看 出 ,平行 于 4C 也 有 一 
入 类 似 的 平行 线 通 过 法 此 交点 这 样 我 们 
就 得 到 了 一 个 三 角形 格 点 网 。 我 们 来 萎 碟 


以 这 些 网 点 为 结 点 的 插值 问 
设 BC、4C 和 4B 三 边 在 Qs, 站 C 
面 上 的 方程 分 别 为 | 图 2.1 


oo(x， 7 会 ax 十 27 十 7 一 0 
bo x ,Yo 十 yy 十 yimm0 
co(xzyy) 会 cx 十 小 十 7 一 0 
并 设 与 BC、4C、A8B 平行 的 直线 嵌 的 方程 分 别 为 “ 
ai(#9 9 ) 例 中 By 中 了 十 1h 0 | mm 0 1 9 基 ) 
让 (xz y) 会 ay 十 8》 直 7， + jh 0， 1 
ex 力 ) 会 ax 十 所》 二 了 .让 ~ 0 en0, 1, 
我 们 用 4 发 未 di( x， ) 呈 0 与 bs y) 号 0 的 交点 ， 风 A 
&, 3 {gi | 0, 1;° 0 
构成 B; 的 适 定 结 点 组 ， 人 


di(t, y) 一 也 li 人 (2 让 A = >- 1， 


z Btx, y) 二 TI bi(#, y)， Bolx, y)》 = j 


| 


由 一 
C(x, y) = |]] ci 人 (Ta 7)。 Co(xr， y) = 1, 


- 
则 对 应 45 把 的 Lagrange 插值 基本 多 项 民 为 
Li = Bi(ryy) ， Cui-izsy) 


A,(9.,) B (qi;) | C 天 
从 而 得 到 E。 :的 Lagrange 插值 公式 


a 


© 3 


Hn)= TD qn)Lals, tr (2.18) 


1 十 了 但 
3) 直线 相交 网 上 的 Lagrange 插值 
在 Osy 平面 上 任意 做 > 十 1 条 直线 ao(z， 力 一 0yei(z， = 
0,..., an(x,》) 一 0, 使 得 它们 两 两 都 
相交 ， 但 是 任何 三 条 直线 都 不 相交 于 一 
点 . 则 我 们 称 这 十 1 条 直线 的 所 有 交 
点 是 一 个 直线 相交 网 我们 就 是 要 考虑 
这 种 结 点 分 布 上 的 Lagrange 播 值 .我 们 
用 gi; 来 记 和 直线 a(x,y) 一 0 与 直线 
eai(zay) 一 0 的 交点 . 令 


__ aokxz，?)ei(z， y) “4an(x, 7) 
rs 9) ai(x, Y)a; (x, 2) z 
Sii(x, y) 
L(x, 》) 一 SI ) 
是 对 应 于 qi ,点 的 Lagrange 插值 基本 多 项 式 。 于 是 我 们 就 得 到 
了 直线 相交 网 上 的 Lagrange 插值 公式 


fx 一 5 ro 2 区 +. (2.19) 

例 ”五角 星 形 ( 见 图 2.1) 之 10 个 顶点 显然 构成 一 个 直线 相交 
网 . 用 二 述 方 靶 就 可 构造 出 一 一 个 二 元 元 三 次 的 Lagrange 插值 公 
式 。 


$ 6. Aitken 方法 


大 家 知道 ， 一 元 Aitken 插值 法 的 实质 在 于 通过 线性 插值 过 
程 的 迭代 来 实现 高 次 插值 。-Thacher 和 Milne 在 文献 [28] 中 将 
一 元 Aitken 插值 法 推广 到 多 元 ， 并 指出 了 插值 结 点 组 应 该 满足 

2 


的 才干 条 件 。 不 难 证 明 ， 对 二 元 情形 来 说 ,文献 [28] 中 所 做 的 
Aitken 方法 的 推广 就 是 下 面 所 说 的 三 角形 迭代 法 (对 于 更 多 个 变 
元 的 情形 也 有 类 似 的 结果 )。 同 时 ,应 该 指出 , Aitken 方法 的 多 元 
推广 并 不 是 唯一 的 ， 本 书局 淮 部 分 介绍 的 逢 形 迁 代 法 束 是 Aitken 
插值 法 的 另 一 种 推广 。 


6.1 三 角形 迭代 法 

在 0。， 平面 上 任 做 三 条 直线 1, 1, 43, 使 其 交 成 一 个 三 角 
形 。 设 该 三 角形 的 三 个 顶点 是 4(x， 
y1)， B(x;, ya) ， C(xs, y3) ( 见 图 2.3). 在 
三 条 直线 , 4;, 有 上 分 别 取 异 于 4, B， 
C 的 7 一 1 个 互 不 相同 的 点 ,再 在 4， 
1 4 之 外 取 py (4 一 1)(n 一 2) 个 点 ， 
它们 构成 二 元 * 一 3 次 多 项 式 空间 Ps-， | 
的 适 定 结 点 组 €,_;。 我 们 用 坊 表 示 有 因 % 
上 所 取 的 4 一 1 个 点 与 B、C 两 点 构成 的 集合 。 类 似 地 ,用 负 表 
示 4 上 所 取 的 2 一 1 个 点 与 4、C. 两 点 一 起 所 构成 的 集合 ; 用 也 
表示 4 上 所 取 的 # 一 1 个 点 与 4、B 两 点 所 构成 的 集合 。 则 集合 

€, =— Cs UULU, | 
构成 空间 P。 的 适 定 结 点 组 。 而 且 集合 
8 mCNL， i= 1, 2， 3 ， 

都 是 空间 P,_， 的 适 定 结 点 组 。 设 f(x, y) 为 被 播 函数， 以 w(x 
?) ， Pei(x ， 》) 。 Po (x, y) 分 别 是 函数 f(x, y) 在 P,_, 中 关于 
结 点 组 纪 !， 绍 ;, 乡 ; 的 插值 多 项 式 ， 


1 | Xi 4 


则 我 们 可 以 证 明 


四 吕 事 


Passy) tt hy 
Pls,)) 一 一 1 p(x, y) zr yy 
iP (x,y) zx 为 一 》 
是 {x,y) 在 P, 中 关于 结 点 组 E。 的 插值 多 项 式 ， 
事实 上 ,通过 (2. 20) 中 行列 式 行 的 减法 可 以 看 出 p(x,y)e P。. 
此 外 当 〈*，7)EE。 ， 时 有 
fHxis Vi) 和 一 和 Oo» 
fxis 8) x2— x 为 一 多 
f(xi, yi) x;C— ri sO— yi 
一 f(xi, yi), | 
对 于 ?一 1,2, 3 容易 验证 
z P(xis 91) = f(xi, $i). 
当 了 之 3 且 (xis 》)&€ MU 时 有 
z Paxis Yi) mT | 
P(xis i) 一 f(x,, Yi) Wa Ti ,Ys 
| f(xis Yi;) Xa ti py 
1 Pt 一 及 TY) Km x 入 一 i 


(2.20) 


P,(x;, y;) 一 1. 


im 一 一 


了 0 Xi Xs Yi Ys 


(x, y:) Xs— Kt; yy 
将 该 行 列 式 按 第 一 刘 展 并 ， 注意 (xi y,) 与 (wi, y2)， (x3， )5) . 共 
线 , 便 可 知 有 P(ti, 71). 二 f(x ,， 7》 )。 周 理 可 证 当 (xi, yi)E 测 或 
山 时 也 有 Per，7y) 一 故 e。7) .这 就 证 明了 Ps(z。y) 是 f(x,y) 
在 P, 中 关于 结 点 组 Eu 的 插值 多 项 式 . 
”公式 (2.20) 表明, 对 于 这 种 结 点 组 而 言 ,一 个 二 元 ”次 插值 问 
题 可 以 被 转化 为 三 个 = 一 1 次 二 元 插值 问题 来 解决 。 同 时 由 于 
: g(r HF) xXxt 入 一 | 
P(x, 7)) 一 二 (xz 7) tr yy 
和 g(x;5 3) tx Po—y| 
是 浮 数 g(x，y》) 在 结 点 《xs。 加)，(za。， 1)、(xs> Y3)】 上 的 线性 揪 


» 与 村 而 


信 多 项 式 ,所 以 (2.20) 式 表明 对 于 取 定 的 计 值 点 (x, y) 而 言 ,一 

个 ”次 插值 可 以 通过 三 个 ”一 ! 次 插值 加 上 一 个 线性 插值 来 实 

”特别 是 对 $5 第 2) 段 所 介绍 的 三 角形 网 点 , 可 以 将 这 个 降低 

插值 多 项 式 次 数 的 过 程 一 直 用 下 去 ， 将 » 次 插值 化 为 有 限 步 线性 

插值 的 迭代 。 这 就 是 三 角形 迭代 法 。 它 是 一 元 Aitken 插值 的 扒 
广 ， 这 种 算法 是 便于 在 电子 计算 机 上 实现 的 .其 程序 简短 ， 存 储 
量 少 ,而 且 便 于 比较 中 间 计算 结果 。 


6.2 矩形 迭代 法 

设 f(r+, 7) 是 给 定 的 被 插 函 数 . &,-;,n-; 是 Ow 平面 上 关于 
多 项 式 空间 P,_;,n_-， 的 适 定 结 点 组 。* 一 xi + 一》 一， 
y》 一 思 是 四 条 不 通过 E。;,。:， 中 点 的 直线 。 它们 交 于 4 一 (za 
pi)sB = xs 3) C = x27), D= (rh) | 
四 点 :( 见 图 2.4). 除了 这 四 个 点 外 在 这 四 . 
条 直线 的 每 条 直线 上 分 别 取 7 一 1 点 组 Us， 
lw。 i。 Hs。 它们 分 别 位 于 直线 x 二 1， 
x 一 ty 一 YY 一》 上。 显然 由 $3 定理 3 
可 知 , 对 于 i 一 1,2; 7 一 1, 2 而 言 ; 点 组 

gj En UW UU{z 9 
均 是 空间 P。_1,s_， 的 适 定 结 点 组 .而 点 组 

CE, =— BuU BnU BnU 3 四 

构成 空间 P.。 的 适 定 结 点 组 。 我 们 用 PY2%(x, y) 表示 1(x, 9》) 
在 Po »_! 中 关于 结 点 组 3;,; 的 插值 多 项 式 ,并 令 


x ry 


1 

1 x 4 TY, | 

1 “| 一 一 (za 一 2) 人 7 一 为 六 
1 


> 》， Xl 


区) 3 X22 


ee y) Xi yy (xz — x (yo— y)| 
Poa?(xs 9) rr py xox) 


p, ,7 “一 一 

sD) 4 | 2) 一 一 (和 一切 
0 PEA(x, 2”) 和 一 + yy 《一 +)(yi 一 了 少 ) 
- > . 1 Yr - (2. 21) 


是 ‘fr, y) 在 P。,。 中 关于 结 点 Es,。 的 插值 多 项 式 . 
事实 上 ， 通过 上 述 行列 式 列 的 减法 和 行 了 的 减法 可 知 


PY 一 0 
p(s,y) mL 1 Pi Xi Ny (x *)(y: — 71) 
2 PE xx Py 0 
Pe Tx Py (zx, — x)(y, — y) 
Pa 一 一 0 
1 人 0 yy (rr)(y,— 7.) 
dP py rx 0 0 " 
| PS 一 Po 0 0. (ti xz) (yp) 
显然 P(x,y) € P,,s， 此 外 : 
: fxsy) 0 0 0 
py) ll PY 0 0 


d| Po x,—x, 0 0 
Pi 和 一 和 为 一 六 (za 一 xi) 7 一 沪 ) 
一 f(x 71). 
同 理 可 证 
P(r, 3) = f(x1, y;), 
P(t3, 31) 一 f(r, 3), 
P(x2, y3) = f(x,, y,). 
对 于 (*, ”i) € &,_2,a-2。 我 们 有 
> . ] x xX; 力 一 7 (zi — Xi) (9 — y;) 
Px 7) = ED 
a 1 rr VY (x i) (9 — yj) 
Yl tt yo xa i)(y, — y;) 


二 


一 (x;, y;). 
当 (xz;， y;) E Us 时 ， 由 于 ti 本 三 43 我 们 有 


f(xi, yi) 0 yO— yy 0 
lf 0 nh 8 
P,(x;, y;) = 1 2 13 /1 3 
ad PODY(xi, 7 ) Yi YX Yo YY; (x; 一 zz)(7 一 y;) 
POY (Cx, y;) Xa 一 Xi Oo (x, 一 xi) (ya 一 y;) 
= f(x1, y;) 一 帮 zr， 7))。 


间 理 可 证 当 (xi3 7) € 1 , lu 。 1 时 ,也 有 
P(x:, 7 ) 一 f(z:， yj;)s 


故 P,(x, y) 是 f(x, y) 在 P,,。 中 关于 结 点 组 Cr 的 插值 多 
项 式 . 
注意 


gz) tt Py (r+)(y OO— ») 
gz 四) Kix yy (vi *)(y,— yy)) 
gz 11) zt 一 YY Py (ro 1), — ») 
g(x29 73) XI—t yy (x Oo x+) 一 7》) 


是 函数 g(x, 》) 关于 结 点 组 (xz 1) ,xis 72), xis Ja) (x2s 2) 
的 双 线 性 插值 多 项 式 , 故 公式 (2.21) 实际 上 是 把 双 # 次 插值 归结 
为 四 个 双 * 一 1 次 插值 与 一 个 双 线 性 插值 , 特别 对 于 $5 第 1) 段 
所 给 的 定形 网 点 ,将 这 种 降低 播 值 多 项 式 次 数 的 过 程 多 次 用 下 去 ， 
可 把 双 # 次 插值 化 为 有 限 步 双 一 次 插值 的 迭代 。 这 束 是 所 形 迭 代 
苇 。 它 是 Aitken 插值 法 的 另 一 种 二 元 推广 。 


1 
P(x, 站 一 一 


$7. 迭 加 插值 法 


基于 本 章 $ 3 关于 适 定 结 点 组 的 讨论 , 现在 我 们 给 出 一 种 所 
谓 挝 加 插值 法 ， 下 面 我们 首先 给 出 迭 加 插值 法 的 一 般 提 法 ， 然 后 
再 给 出 几 个 具体 的 迭 加 插 二 算法 ， 


2 $7 。 


7.1 选 加 插值 法 的 一 般 提 法 


如 果 给 出 了 吉 十 1 个 其 元 素 为 二 元 多 项 式 的 有 限 维 线性 空间 
Gi Gu Gn 和 和 m 十 1 个 结 点 组 坟 , 轴 ,…, Uw 以 及 wm 条 代数 
曲线 9.(*,，》) 一 0,.…，09m(*,》) 一 0( 以 后 简称 为 曲线 9,， 
2: ……，90,。)， 满 足 如 下 两 个 条 件 : > 

1°% 4 是 G; 的 适 定 结 点 组 (i 二 0, 1,……, mm); 

2° ,机 ,… ,4-， 部 在 曲线 8; 上, 而 4 中 的 任何 点 都 不 
在 曲线 2 上 (i = 1, 2,.…,m); 则 我 们 就 认为 是 给 定 了 一 个 迭 
加 插值 法 (插值 算 革 ). 


i 
| ' 
Fm so Po : 人 
\ V/V/ 
1 Qi Qa RQ» 
2.5 


通常 可 先 选 定 G,， 而 也 和 9; 可 按 如 下 的 顺序 ( 见 图 2.5) 来 
给 出 : 先 取 Gu 的 一 个 适 定 结 点 组 册 ， 做 一 条 代数 曲线 0, 使 之 通 
过 了 贡 , 然后 在 9, 之 外 选 G 的 一 个 适 定 结 点 组 坟 ， 再 通过 WU 
做 一 条 代数 曲线 :93, 再 在 0; 之 外 选 G, 的 一 个 适 定 结 点 组 4， 这 
样 一 直 做 下 去 ,至 到 取 到 31, 为止。 

设 P(x ,7), P(x,y),:……, P,(x， yy) 分别 是 Go G1 ,Gn 
中 元 素 的 一 般 表 达 式 ( 亦 即 关于 基底 线性 组 合 的 一 般 形 式 )。 我 们 
来 考虑 待定 系数 多 项 式 

Pr，7y) 一 P, 十 OP 二 OP 十 十 “十 OP,. (2.22) 
这 时 实 现 该 宪 值 算 潜 就 是 依次 地 用 妙 ， 号，……， 4 "上 的 插值 条 件 
来 定 出 PB, P,P,. 

在 此 我 们 指出 这 种 算法 的 一 个 特殊 类型 , 它 应 应 用 起 来 很 方便 ， 

即 要 求 诸 2, 依次 整除 ; 


» 38 * 


90,|10,10;1.: 
于 是 使 有 多 项 式 Ri, Ra ” * ,Kn 使 . . 
Oi. = R,, 0; 一 OK On — On-iRm。 
这 时 待定 系数 多 项 式 P(x, y) 具有 形式 
P(x,y) 一 已 十 玉 RCR 十 R :(P 十 “+ RopPo) )。 (2.23) 
个 
在 这 种 情况 下 ， 如 果 给 出 合乎 要 求 的 G;:， 册 和 R;， 我 们 的 算法 也 
就 定 了 . 当 G; 预先 选 定时 , 4; 和 Ri 通常 可 按 如 下 顺序 ( 见 图 2.6) 
来 给 定 : 先 取 G6, 的 一 个 道 定 结 点 组 加 做 一 条 代数 曲线 Ri 通过 
册 ， 而 在 R, 之 外 选 Gi 的 一 个 适 定 结 点 组 妨 ， 青 通过 4 做 一 条 代 
数 曲 线 R,， 再 在 R, 和 R; 之 外 选 G; 的 一 个 适 定 结 点 组 册 ， 这 样 
一 直 做 下 去 ,直到 取 到 场 , 为止 ， 
和 
i } 
| | 


9 9。 
i 由 
\/ \/ \/\ \/ 


图 2.6 


应 该 注意 的 是 ， 先 加 插入 法 中 的 G,， 册 和 9; 的 选取 顺序 ( 即 
指 它们 之 间 的 决定 关系 ) 是 有 相当 大 的 随意 性 的 。 对 于 不 同类 型 
的 问题 可 以 有 不 同 的 构造 迭 加 播 值 算法 的 方法 。 


7.2 ” 几 个 有 具体 的 迭 加 插 馈 算法 
现在 我 们 通过 几 个 例子 来 说 明 上 述 的 迭 加 播 值 法 .同时 这 上 几 
个 例子 也 表明 了 如 何 应 用 迭 加 插值 法 来 解决 $3 所 给 出 的 适 定 结 
点 组 上 的 插值 问题 。 因此 ， 我 们 这 里 沿用 $ 3: 中 的 术语 和 符号 。 
1) 直线 型 结 点 组 6, 上 的 插值 算法 
设 直线 L; 的 方程 是 
Li(ry y) = ax + by + ci = 0, i== 1,2,..*, 2。 


S59 。 


在 (2.23) 中 我 们 取 
Ri= Ltris ?= 1,2,...,1 
并 取 
P(x, 》) Di(2 it -人 an_i;y) 


ni 


wD >) Cbsx a an_iy)i, f [一 0, 1, 2 二 “3 天 。 
j=0 


这 时 公式 《2.23) 就 变 成 : 
P(x, yy) = P(x, 7) + (ar + by + cs) 
(P(x, y) + (en + bosy + cr) 
~ (Px 9) tt art by 十 cpPoCz，?)0 ), 
一 1 从 
容易 看 出 ， 结 点 组 &, 中 在 直线 Ls_; 一 Ri+i 上 的 那些 点 ( 共 a 一 
i 十 1 个 ) 是 形 如 疡 (*, y) 的 多 项 式 所 做 成 空间 的 适 定 结 点 组 ， 
而 且 对 于 给 定 的 插值 条 件 可 以 用 一 元 Lagrange 插值 公式 把 
P(x, y) 求 出 来 ， 因 此 我 们 根据 上 述 公 式 , 依次 地 应 用 工 ,， 
Li ,上 上 的 插值 条 件 及 4 点 处 的 插值 条 件 ， 便 可 依次 地 定 
出 上 式 中 的 P,, P，。*….…, P,.。 这 样 求 得 的 P(x, yy) 显然 属于 P，. 
2) 圆 型 结 点 组 9:。 上 的 播 值 算法 
在 $3 中 所 给 的 加 弄 绩 扣 组 的 结 点 是 分 布 在 内 4 为 心 的 # 个 
同心 圆周 Li, Li,:…, L, 上 ， 在 它们 上 所 取 的 结 点 数 且 分 别 是 5， 
9,13。……，42 十 1。 设 贺 工 ; 的 方程 是 
Li(x, yy 二 (一 2 关 十 (人 7 一 和 加) 一 7 一 0， 了 一 1 2 572 
在 (2.23) 中 我 们 到 
Ri; 一 大 1 一 下， 2,"**，, 
并 取 其 中 的 P(x, 7) 为 


LE | . 
Plx, 7) = Re (5 Col + jp + jy)*), i 0,1,.. 0, 
=0 z 和 


其 中 i 表示 虚数 单位 ，Re 表示 取 复数 实 部 的 运算 ， 这 时 (2.23) 
就 变 成 
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Pr» 9) = P(x,y) + ((x— ro) + (yy — 0)’ -— r+) 
* (P(xsy) 二 (ror) To) ri) 
- (P(x,y) 二 -十 ((x 一 zo) 十 (人 一 入 六 
— ri)P,(x, )).). 
x 一 1 个 
容易 看 出 ， 结 点 组 9:， 中 在 圆周 Lyj; 一 Ri 上 的 那些 点 《 共 
42 一 4i 十 1 个 ) 是 形 如 上 述 的 次 数 不 超 过 w -- ;i 的 二 元 调 合 多 项 
式 P(x,y) 所 做 成 的 空间 的 适 定 结 点 组 。 而 且 对 给 定 的 插值 条 
件 可 以 通过 一 元 三 角 Lagrange 插值 公式 把 P(x, 7y) 中 的 系数 
a, BP 求 出 来, 因此 根据 上 述 公式 (2.23) 就 可 逐步 地 把 所 要 找 
的 插值 多 项 式 P(x*,y) 求 出 来 。 显 然 它 属于 Pw. 
3) 竖 线 型 结 点 组 Uw,。 上 的 插值 算法 本 
”这 种 挝 加 插值 法 的 构造 是 容易 的 ， 这 上 只 要 将 G;( 它 是 (2.23) 
中 疡 所 对 应 的 空间 ) 都 取 成 是 y 的 一 元 = 次 多 项 式 的 集合 ， 取 卫 
是 第 i 条 竖 线 上 的 所 有 结 点 ，R; 取 成 是 第 i 一 1 条 竖 直 线 ， 用 于 
得 的 插值 多 项 式 显 然 属 于 P,,，. 
4) 十 字 型 结 点 组 3,,。 上 的 插值 算法 | 
采用 $ 3 中 的 记号 ,在 (2.23) 中 我 们 取 Ri 为 第 十 1 一 i 个 
十 字 Xi 所 满足 的 方程 (i 一 1,2,……, #2), 而 取 
P(x,7) = cH Fa rt 二 adr + by 
十 OF Ty 
这 时 (2.23) 变 为 
P(x, 7y) = P(xr,y) + (rx — rs)(y — y;) 
» (P(x, 7) + (x re)(y — 11) 
" (PC(xzy 7y) 十 …… 十 (x — A) OOo) 
* P,(+, 7)) *). 
闻 一 sl 个 
容易 看 出 83,,。 在 十 字 Xs-_i 一 Ri 上 的 所 有 结 吉 点 《 共 22 一 2i 十 
1 个 ) 是 形 如 上 述 P(x, y) 的 多 项 式 所 做 成 空间 的 适 定 结 点 组 ， 
而且 对 给 定 的 插值 条 件 我 们 可 以 用 差 商 算法 把 P(x，》) 求 出 来 。 
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因此 根据 上 述 公 式 , 依次 地 应 用 X。， X。，……，X 上 的 点 和 4 点 
的 插值 条 件 ， 便 可 依次 地 定 出 局, 已 ,.……，P。, 所 得 到 的 插值 多 项 
式 P(r。y) 显然 属于 P,,,. 

顺便 指出 ,在 计算 中 还 可 用 其 它 形式 的 十 字 型 选 加 插值 法 .有 
兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [29] 和 [32]. 


$ 8. 二 元 切 触 插值 问题 


设 Px, 四， P(x 7)，…, P(x y) 是 :个 线性 无 关 的 二 
元 代数 多 项 式 。 它们 所 支 成 的 实 线性 空间 记 为 P， 所 谓 二 元 切 甬 
插值 问题 ,就 是 要 从 了 中 找 一 个 多 项 式 Px,») ,使 之 满足 如 下 的 
条 件 : 
Bs PCs lin mn jw， (224) 
(KR, 1)E1,, 7 一 1，2: 7 


其 中 fin 是 预先 任意 选 定 的 一 组 数 ; (xi, yi) (一 1 2 2) 
是 0;, 平面 上 互 不 相同 的 w 个 点 ; 1; 表示 平面 上 有 限 个 非 负 整 
点 所 做 成 的 集合 。 Du 称 为 插值 泛 函 ,而 集合 
号 一 1Diul(k DEL, i=1,2,...,7) 

称 为 插值 沁 通 组 .满足 条 件 (2.24) 的 多 项 式 P(x, y) 称 为 插值 
多 项 式 。 当 插 值 空 间 P 和 插值 泛 了 消 组 驴 都 给 定时 ，P(x, y) 仅仅 
依赖 于 数组 ji 如 .如果 对 任何 的 数组 fiw 而 言 ,这 样 的 P(x, y)EP 
总 能 找到 而 且 唯 一 ; 则 称号 是 卫 的 适 定 播 值 沙 函 组 ， 下 是 号 的 适 
定 插值 空间 、， 而 这 种 插值 问题 称 为 适 定 切 触 插 值 ， 这 时 显然 要 求 
号 中 元 素 的 个 数 要 与 下 的 维 数 相等 . 

在 本 节 中 我 们 将 介绍 两 种 切 触 许 值 方 读 : 著 触 迭 加 插值 法 和 
切 触 Lagrange 方法 ， 


DiunP(z, y) = 


&.1 切 触 选 加 插值 法 | : 
着 给 定 了 "个 二 元 多 项 式 空间 ,Ps。…, P, 和 个 插值 泛 
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人 


级 组 Si, 19 Ss 满足 如 下 两 个 条 件 : 
i) 吕 是 P, 的 适 定 播 值 泛 函 组 ; 


i 当 P(z, 仿 eP; 时 ,对 一 切 De 【84 都 有 DP(x,y) 一 0; 
=1 


则 我 们 就 说 给 出 了 一 个 迭 加 插值 算法 . 若 用 P, P;,…, P, 分 别 表 
示 P,, P,， …，P, 中 多 项 式 的 一 般 表 达 式 , 则 实现 该 算法 就 是 利用 
被 插 函 数 在 S31, 8;。*……, 2, 中 泛 函 作用 下 的 值 来 依次 地 定 出 表达 
式 : | 

P(x, 7) 一 Ri(z,)) + P(r, y) + .+ P(r, y) (2.25) 
中 的 P(x, yy),， P(x, y),*:**, P(x, y)， 所 得 的 P(x, y) 就 是 所 


求 的 插值 多 项 式 ， 


关于 送 加 插值 法 不 难 证 明 有 如 下 定理 成 立 : 
定理 469 设 号 是 空间 P 的 适 定 插值 汉 肖 组 ， 它 被 分 成 了 7 
个 彼此 互 不 相交 的 组 名 1 19 P= 者 对 旋 1， Fy “* “, (sO 


了 了) 已 选 出 了 : 个 了 的 子 空间 P,， P,,-…- ,PP, 满足 条 件 1) 和 11); 那 


么 ,一 定 可 以 继续 选 出 了 的 子 空间 Pi, Pi4;,"…, P,, 而 使 2;, PP， 
(f= 1,2,...，, 7 ) 做 成 一 个 迭 加 插值 法 。 : 
这 个 定理 说 明 、 任 何 一 个 适 定 插值 问题 原则 上 都 可 用 迭 加 插 
值 法 来 实现 . 
通常 考虑 的 切 触 插值 问题 的 插值 条 件 大 部 分 都 具有 如 下 的 形 
式 
{ee y) =fiun, t=0,1,..', 1; 
1; = 0 1 Ri; :1= 1,2,."*, 2, 
我 们 用 1; 表示 对 于 固定 的 i (对 应 于 插值 结 点 〈*，》)) 所 
有 的 (*, !) 的 集合 。 而 将 与 其 对 应 的 那些 插值 泛 溺 的 集合 记 为 
8;，、 那 么 ,对 于 这 种 插值 问题 ,我 们 可 以 用 下 列 更 简单 的 方式 构造 
迭 加 插值 法: 
选取 7 十 1 个 其 元 素 为 二 元 多 项 式 的 线性 空间 2 作 1,*，……， 
多 ; 和 加 在 ?十 1 个 点 组 九 , 九 ,…,W 轴 上 的 插值 汉 隐 组 名, 台 1,…， 
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(2.26) 


8,, 以 及 ?个 二 元 多 项 式 Ox,9)，0Os(x,，9),…,O(x,y), 使 
之 满 尼 如 下 两 个 条 件 : : 

1。 名 ; 是 9; 的 适 定 插值 泛 函 组 ; z 

2 当 De gi,v 世 j 二 i 时 D9i 一 0; 而 也 中 任何 点 都 不 
在 曲线 9;(x,y) 一 0 上. 

这 时 我 们 就 说 是 给 定 了 一 个 迭 加 插值 法 .。 

设 P(x,y)，Pi(x,),…, P(x,，Y) 分 别 是 多 ,, 1,.…， 儿 ， 
中 元 素 的 一 般 表 达 式 ( 亦 即 关于 基底 线性 组 合 的 一 般 形 式 )。 我 们 
来 考虑 如 下 形式 的 多 项 式 

P(x, 7 一 POP 二 OP 二 .十 OP (2.27) 

实现 该 插值 算法 就 是 分 别 地 根据 被 插 函 数 在 2。，23;,-……, 5, 的 作 
用 下 的 值 来 依次 地 定 出 (2.27) 中 的 已, Pi,……, P,, 从 而 得 到 所 求 
的 插值 多 项 式 P(x, y)， 这 时 我 们 有 如 下 的 定理 : 

定理 559 对 于 插值 问题 (2.26) 当 条 件 1? 和 2° 被 满足 时 ， 
形 如 (2.27) 的 插值 多 项 式 总 可 以 构造 出 来 。 

证 明 ”根据 和 迭 加 插值 法 实现 的 过 程 。 我 们 只 须 证 明 多 项 式 空 
间 

怠 : 乡 ; 一 (9， RIR(x, y)€ 2,} 
也 是 号 的 适 定 插值 空间 。 设 P; 具有 形式 
P(x,y) 一 > >) anLiu(r, y), 


i=1 《有 ET 
其 中 恬 是 区 所 含 点 数 。 而 Lia 是 马 : 在 号 上 的 插值 基本 多 项 
式 : 
0， 1 19 上 ， 3 l 可 ， 

De -1 - 人 人 (7 人) 于 
1， 当 (i> Ai 1) 一 (7， 友 ， ?1) 时 。 
则 我 们 只 须 证 明 ， 对 任何 数组 gj 而 言 方程 组 (其 未 知 数 是 
ijk) 

{7 kdl (QPi(r, 7)) = gj ir1,, 
(Rk, 1) El;, 7 一 1， 2 .7 

总 有 解 。 为 此 ;根据 Ljw 的 上 述 性 质 , 只 须 证 明 对 任何 国定 的 及 
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方程 组 可 
Dj rl I ‘(0 D2) a a, DPCz， 》) ) 一 bikl,? (KR,, 1.) € 1; 3 
《Rs er 

对 任何 的 数组 gj 4:， 总 有 解 。 而 这 一 点 从 Leibnitz 微 丙 公 式 以 
及 插值 问题 (2.26) 的 切 触 条 件 的 特点 是 容易 看 出 的 。 证 毕 。 

直面 我 们 举 出 一 个 应 用 切 触 迭 加 插值 法 的 例子 。 

在 Oy 平面 上 任意 划 定 十 1 条 竖 直 线 二 < 二 六 9 £ =— 0,1, 
2 712 。 在 过 = Yo 上 取 十 个 点 ,在 :| 土 取 mwr 个 点 ,…， 
在 * 一 zw 上 取 一 个 点 。 在 每 条 直线 上 所 取 的 点 中 有 而 且 仅 有 一 


个 点 要 求 直 到 阶 偏 生 识 的 切 触 条 件 共有 十 (* 十 1) ( 士 2) 


个 条 件 ) ,而 在 其 余 点 处 要 求 关 于 x 和 关于 y 都 是 0 到 > 阶 偏 微 商 
的 切 触 条 件 ( 共 (r 十 1)? 个 条 件 )。 朗 求 构造 一 个 # 一 (m 十 Dr 
十 m 次 的 多 项 式 满足 这 些 插值 条 件 。 

为 了 解决 这 个 问题 ,运用 迁 加 插值 法 ,我们 只 须 考虑 如 下 形式 
的 多 项 式 

P(x, y) 一 > TT (x — ra > (x — xi)iPi(y), (2.28) 


ic0 k=0 
其 中 Buly) 是 y 的 [Cn 十 Dr 二 二 一 i 二 二 一 航次 多 项 
的 一 般 形式 。 读 者 不 难看 出 , 形 如 


之 ， (x 一 x;)iP;(y) 


的 多 项 式 所 构成 的 空间 是 + 一 x， 直线 上 的 那些 插值 条 件 的 适 定 
插值 空间 。 为 定 出 P(x, y) 我 们 只 须根 据 x 一 za zx 一 fi 
r+ 一 xw 上 的 插值 条 件 来 依次 地 定 出 Po;Cy)，PyCy),:…*:。Pmj(y) 
的 系数 。 


&2 切 甬 Lagrange 方法 


构造 切 触 播 值 公式 的 男 一 个 一 般 方法 就 是 推广 的 Lagrange 
方法 。 对 于 插值 问题 (2.24) 而 言 , 运用 这 个 方法 就 是 去 找 一 串 基 
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本 多 项 式 Liu(z,y) 使 得 

DiuLiu(x, 》) 一 1， 
而 在 号 中 其 它 的 插值 泛 孙 的 作用 下 Liw(x*,，》) 均 转 化 为 零 ,这 时 
切 触 Lagrange 插值 公式 为 


P(x, = i9 i i 3 


因此 , 构 活 这 入 插 值 公式 的 关键 是 得 这 此 基本 多 项 并 
可 用 符 定 系数 法 来 求 这 些 基本 多 项 式 。 比如 说 ， 我 们 要 构造 
ZLiwkxz，?》) 这 个 多 项 式 , 先 找 一 个 多 项 式 80(x, 7y)， 使 得 它 在 号 中 
一 部 分 泛 函 (这 些 泛 函 我 们 用 S: 来 表示 ) 作 用 下 转化 为 零 ,在 剩 下 
的 那 部 分 泛 函 〈3; 一 SNS:,) 的 作用 下 不 取 零 值 ,而 且 Diue 8B. 
然后 选 8; 的 一 个 适 定 插值 空间 多; ( 设 其 元 素 的 一 般 表 达 式 为 
R(x,y》))。 所 亩 待定 系数 法 就 是 根据 插值 条 件 
0， 当 (2, Ki» 1,) 和 (i, k: 1)， 
Du OR) 一 ti 当 《za hs 1) 一 人 kh, 7) 时 ， 
Di kl, € Bi, 
来 具体 地 定 出 多 项 式 R(x, y)}。 这 时 QR 即 为 所 求 的 Linu(x， 
7)。 用 这 种 方法 往往 一 下 子 就 可 把 号 : 中 插值 泛 函 所 对 应 的 基本 
多 项 式 全 都 求 出 来 。 

在 利用 这 种 待定 系数 法 时 ,必须 注意 解 的 存在 与 唯一 性 问题 . 
但 当 此 处 的 所 ; 是 某 个 结 点 (xi,, wm。) 上 的 所 有 插值 条 件 〈 亦 即 
S 一 1DikA 1)€ 7 时 , 间 题 变 得 比较 简单 。 我 们 有 

定理 6 若 对 一 切 (t, 1/)E 1， 均 有 Diw0 送 0, 而 且 9 - 
(xiu yi,) =< 0; 则 S: 是 形 如 

P(x,y) = Or, 7) 2D) culr— ry 一 7) (2.30) 

Ro el 
的 多 项 式 所 做 成 的 空间 的 适 定 插值 泛 水 组 ， 

该 定理 告诉 我 们 ,对 应 于 ,中 的 每 个 插值 泛 冰 Di,w 的 基本 
多 项 式 Li,u(x+，》) 都 可 写成 (2.30) 的 形式 。 其 中 cw 是 待定 的 
系数 , 它 可 按 & 士 ! 由 小 到 大 的 顺序 依次 地 用 插值 条 件 确 定 出 来 ， 
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特别 当 如 ; 是 插值 问题 (2. 26) 的 那 种 插值 泛 冰 组 , 即 当 
Ss, = {Diall = 0, 1， U0; Wo NY R=0,1,..., nr,) 
(2.31) 
时 ,定理 6 中 仅 假设 ee yi) 也 0 就 足够 了 ,这 时 ，Li,u(*,y) 
可 用 更 简便 的 方法 求 出 。 
Liok(zyy) 一 Or， RG, y) 
— O(x, ”) 之， cpt 一 zi) (7 一 os 
则 根据 二 元 Taylor 展开 公式 我 们 有 
1 Or+» /Lir(x, y) 
nly! ~ Oxr:Oy” (ac 
再 根据 Leibnitz 微 商 公式 和 插值 基本 多 项 式 的 性 质 便 知 
“ - 尼 2 
过 () ): [2s iw, 1) 


=0 t=0 


C — . 
机 (xy (rs io) 


(x :yi 


大 十 二 一 了 一 1 
"BB oz 本 咱 
0， 当 & < 或 二 1 了 时; 

we [a 2 +p 一} 
a (1) Ber (ots len" 
- 当 & 之 〖 且 2»? 之 1 时。 
因此 : 

(x — ri ) “(SC— yi ) 
Liwlxs 7) 一 一 一 Q(x, 9) 
Os strt 


| ea Ox'Oy (ge Dl 


x i) 


(x 一 0 一 io 
st1! 
荐 进一步 假定 矶 一 p: 而 且 1 一 和 一 一 人 9 则 
公式 (2.32) 变 成 


(2.32) 
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(x — zx Cy Oo yy) 
Liu(t yy) = CO 


| 3 q—! ( 加 (一 1 ~) 
1 一 人 t=0 Or‘Oy’ ‘O(x, y) (si oie) 


(x 一 xX) — Fi" 
s171 ) 
(x 一 xi) (CY yi)" 
= 一 一 一 一 2， 了) 


p—k 有一， 


Ot ] \ | 
人 一 之 ， (BB ( O(x, 有 em 
p q\ /Pp—k dg—1 
A ，) 
, ys (9—/— 人 i/)! |. 
(x — Xi )? «st (y _ Yi) tt 
再 用 一 次 Leibnitz 微 商 公式 便 得 
(xz rj) (yO— Yi) 
Ligu(x,)) 一 TC O(x, y) 
are( -1 
Ou? Do i \(x — u(y — Ou ov) /io) 
(2.33) 
例 假设 给 定 了 一 个 定形 格 点 网 (zx yj 3 7 一 1， 2 
n。 要 构造 一 个 关于 x 的 次 数 和 关于 >》 的 次 数 均 不 超过 nf 一 1 
的 二 元 多 项 式 人 y), 使 之 满足 如 下 插值 条 件 : 


P(x, y) 


fi; 9 
Bo (ry)= (x739 7) I 


,7 = 1,2, -2 zzzy 一 0,，1, 《一 | 
根据 Lagrange 插值 法 ,我 们 只 需求 公式 


P(x, 7) 一 -3 3 5 3 fijnv Lijns(X, y) 


i=1 j=1 A=0 v=0 


中 的 基本 多 项 式 {Liw(x，y)}. 令 
. €3. © 


DTCx) 一 (xz 一 zx 一 2) (xz 一 2o)。 
VOy) 一 (一 和 (7 一 加 ) (7 一 加). 
于 是 ， 当 我 们 欲求 在 点 (xi, y;) 处 插值 条 件 所 对 应 的 基本 多 项 
时 ,我们 可 以 取 
UVGY) 
8 (G0) 
由 此 ,根据 公式 (2.33), 我 们 便 得 到 了 Lijws(*,y) 的 表达 式 : 
一 和 一 攻关 
v(t I) pte i i) 
OM (Gn0 on) 
”本 xiu v1 (x 一 us)(y — v)O(u, v) (nv jm(sHy) ” 
(2.34) 
这 就 是 Ahlin 在 文献 [35] 中 所 给 出 的 公式 。 
$ 9. 二 元 插值 的 线性 代数 方法 


如 果 插 值 结 点 的 分 布 没 有 任何 可 供 利 用 的 规律 、 或 者 在 插值 
结 点 处 的 插值 条 件 采用 更 一 般 的 插值 泛 函 ， 则 我 们 讲 的 方法 都 不 
便 采 用 。 在 这 种 情况 下 可 采用 线性 代数 方法 ， 


9.1 求 逆 法 


令 z 一 (x,y)， 而 Po(z), Plz),:-…,P(z) 是 2 十 1 个 线 
性 无 关 的 二 元 多 项 式 。 设 Lo, 7 …，L 是 2 十 1 个 线性 算 子 
(并 不 要 求 它们 是 彼此 不 同 的 )。 而 zo ?1,*……， zn 是 0-， 和 平面 上 
的 一 组 点 (它们 中 也 可 以 有 相同 者 )。 用 f(z) 表示 被 插 函数 ， 则 
二 元 插值 问题 就 是 寻求 一 个 {P;} 的 线性 组 合 


-P= 2), asP;s 


使 其 满足 如 下 的 插值 条 件 ; 
,9 ， 


LsP(3;) 一 D2) a;LiP;( zi) 一 Lf(z;), 1 一 0, 1,- ..， n., (2.35) 


j= 


我 们 将 待定 系数 A09 di"* "ss Un 取 必 未 知 数 。 并 记 


LoPolz0) LoPilz0) :££* LoP,(%0) 
[D] 三 LiPo( 2z1) : A) i LiPr( z,) ， 
LouPol zn) LP( 2) i LaP,( zn) 


a 三 (io vi，dn)7， 
f= (Lof(20), Lf(2), ++, Lof(zn))7, 
p = (Polz), P.(z), *…:, Pp, Cz))7, 
这 时 方程 组 (2.35) 可 以 简单 地 表示 为 
[Dja=/£. 
显然 括 值 问题 (2.35) 有 唯一 一 解 的 充 要 条 件 是 行列 式 
det([D]) > 0, (2.36) 
若 该 条 件 成 立 ， 则 可 以 求 得 矩阵 [D1 的 逆 乍 阵 [D]-。 从 而 得 出 
a— [LD] . 
于 是 我 们 就 得 到 了 一 个 二 元 插值 公式 
Pls) 一 (g)ra 一 (7[D-a。 (2.37) 
如 果 det([D]) 一 0, 则 我 们 必须 重新 选择 基底 函数 {Pj} 或 插值 
结 点 组 《zx}、 有 时 虽然 det([D1) 关 0， 但 [D] 是 病态 矩阵 ， 这 
时 为 了 克服 在 [D1 之 求 过 过 程 中 的 有 效 数 字 消 失 ， 我 们 可 以 通过 
如 下 的 变换 来 计算 P(x): 
P(z) = ($)TIBICEAILDIL BI TA, 
其 中 和 矩阵 [4] 和 [8B] 杰 选 得 适 3， 使 得 乱 阵 L411DILB] 不 再 
是 病态 的 . 


9.2 行列 式 法 


为 了 推导 借助 行列 式 表 达 的 插值 公式 ， 我 们 首先 来 证 明 如 下 
es FO * 


命题 若 det([D]) * 0， 则 行列 式 方程 
LoPo(%0) :+:: LoPs(%0), Lof(%0) 
= LPolzs) *** LPa(zs) Lof(2n) 02.33) 
I Polz) :°»* P,(z) Plz) 
所 决定 的 函数 P(x) 是 插值 问题 (2.35) 的 解 。 
证 明 我 们 用 1[D]11 -表示 和 矩阵 [D1 的 行列 式 . 用 1[D]I 
表示 用 行 (Po(z), P(xz),*-… ,Pa(z)) 去 代替 1[D]| 之 第 1 十 1 
行 所 得 到 的 行列 式 . 于 是 我 们 将 公 按 其 最 后 一 列 展开 便 得 


lLpoll az 
P(z) - 忆 Cj) To (239) 
由 于 : 
Lr(|LD®(2)]|) = 全 当 一 上 时 ， 
1[D]| “lL0， 当 六 时 ， 
故 
SLCLDOCDD 一 了 ar 
PoP(mz) 一 DZ Li ls) TD Lif( 1). 


也 就 是 说 P(x) 满足 插值 条 件 (2.35)， 此 外 ，, 若 我 们 用 1[D;]| 
表示 由 列 向 量 (Lof(w) ,f(a)，…, Lnf(zo))” 代替 1[D1| 之 
第 j 十 1 列 所 得 到 的 行列 式 (i 一 0, 1,…。, 7); 那么 当 我 们 将 
全 近 最 后 一 行 展开 时 , 便 得 到 : 

iLp7]l 1 ， 


(2.40 
PD) = DIT BD 9) 


这 说 明 P(z) 确实 是 {P(x)} 之 线性 组 合 . 这 樟 -- 来 我 们 就 证 
明了 _P(z) 是 插值 问题 (2.35) 之 解 。 

显然 公式 (2.40) 就 是 方程 组 (2.35) 的 : Cramer 行列 式 形 
式 的 解 ,而 公式 (2.39) 就 是 插值 问题 (2.35) 之 Lagrange 形式 的 
男 一 方面 ,种 Li; = 1/ (3 一 0。 1,.::， 4)， 且 Po(z， y) = 上; 


* II。 


则 式 (2.38) 可 简单 地 缩写 成 


0 一 ^=| 7 1( 2;) 
P(z) P(ez) | 
| P;(zi) f(%;), | Pi(%i) fz)! 
: 0 Pls)| |Pp(z) 0 
| P(z) f(z;) P(z;) — P(x) f(z)! 
加 0 P(z) Pi(z) 0 | 


由 于 B= 1, 所 以 上 述 第 二 个 行列 式 的 第 一 列 元 素 除了 最 后 一 个 
外 全 是 零 。 因 此 当 按 这 一 列 将 该 行列 式 展开 时 ， 我 们 便 导出 了 另 
一 个 二 元 插值 公式 : 
P(z) = (1DI1)™ f(z), Pa) 一 PCs)1. (2.41) 
该 公式 通过 两 个 〈” + 1) 阶 行列 式 之 商 将 插值 多 项 式 表 示 出 来 . 
当 我 们 要 计算 的 P(z) 值 的 数目 较 少 时 , 显然 公式 (2.41) 比 
公式 (2.37) 好 。 因为 计算 几 个 行列 式 比 计算 同 阶 和 矩阵 的 逆 的 计 
算 量 要 少 得 多 。 但 是 , 当 要 计算 的 P(xz) 值 的 数目 较 多 时 ,用 公式 
(2.41) 就 不 如 用 公式 (2.37) 好 了 . 


93 矩阵 变换 法 


如 果 我 们 所 要 求 的 不 是 插值 多 项 式 的 解析 表达 式 ， 而 只 是 它 
在 个 别 点 z 吕 ,sz 外 ,.…, zt 处 的 值 ; 那 么 ,我 们 可 以 通过 某 矩阵 的 
列 的 简单 变换 而 直接 求 得 它们 .根据 行列 式 方程 (2.38) ,如 果 我 们 
通过 列 的 初等 变换 将 最 后 一 列 中 的 Lif(%) 均 变 为 零 (但 最 后 一 列 
不 许 乘除 任何 数 ) ， 则 最 后 一 列 中 的 最 后 一 个 元 素 也 必定 变 为 零 ， 
也 就 是 说 ， 在 这 个 变换 过 程 中 向 该 元 素 加 了 (一 P(x)) 这 个 数 .， 
因此 ,如 果 在 开始 时 我 们 把 该 元 素 取 为 0, 则 在 经 过 上 述 变换 之 后 
它 就 变换 成 (一 P(z)) 了 . 同样 ,我 们 可 以 看 出 > 如 果 将 行列 式 入 
的 最 后 一 列 的 元 素 依 次 取 成 是 一 Lof(z0), 一 了 所 zx， “ 
一 二 ,za)。0; 则 经 过 这 种 列 的 加 法 变换 之 后 “最 后 一 列 的 最 后 一 
个 元 素 就 变 为 P(xz) 了 。 因 此 ,如 果 我 们 对 和 矩阵 | 


。.72 = 


LoPo( 20) LoP(zo) 四 LoP,(zo) — Lof( 20) 
LP(a) LP(a) :£:: LiP,l 21) 一 Lif(%) 


二 重生 


[41 = LaPozs) LaP(zga) -了 LP(z) — Lof(zs) 


Paz®) Psn) Pa) 0 
Po(z ) Plz™) Ps ) 9 
Polz°™) Ps )》 Po(z”) 0 


. (2.42) 
作 列 的 初等 变换 〈 但 最 后 一 列 不 许 乘 除 任何 数 ) 而 将 最 后 一 列 的 
一 元 帮 2 二) 均 变 为 零 , 则 最 后 一 列 的 第 2 十 2, 2 十 3，.…，z 十 m 十 1 
个 值 依 次 为 P(sz4)，P(z2)，…，P(z)。 在 这 里 , 消去 一 Lij* 
(zi) 的 初等 变换 序列 可 以 有 多 种 选 法 . 下 面 我 们 来 介绍 一 种 所 谓 
正 交 化 方法 ， 它 是 选择 初等 变换 序列 而 消去 一 Lif(z;) 的 一 种 比 
较 实 用 的 方法 。 
用 mw; 表示 年 阵 [4] 之 第 i 十 1 列 所 做 成 的 向 量 4 一 0，1，…， 
2 十 1)。 而 用 v; 表示 Vi 的 前 ?十 工 个 元 素 所 做 成 的 网 量 。 当 
det([D]) 关 0 时 ,我 们 可 以 将 向 量 组 4v;} 正 交 化 如 下 : 
Uo — Vo, 
一 下 一 do， 
ui; = VCO Ant 一 A 
tn 一 了 一 0G0ptt dn nn 19 
Urnti 一 + 一 G0p+io 一 GopEE 一 ”一 pizEo5 
其 中 
. Qjk =* (Wis DR) (ui, wj). (2.43) 
由 于 
(det([D1)) = (ww, Wo): (tl tm) (an)， 
以 及 det(ELD]) 六 0, 故 (2.43) 中 的 分 母 不 为 零 。 也 就 是 说 , 正 交 
化 过 程 可 以 完成 。 此 外 ,由 于 ws 码 s*……… ,Us 做 成 (2 十 1) 维 空 
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间 的 正 交 系 ,而 uw 与 它们 中 的 每 一 个 都 直 交 , 故 必 有 urn 一 人 . 
所 以 ,如 果 我 们 对 矩阵 4 进行 如 下 的 一 串 列 的 初等 变换 : 

LA/ Vi, 

U,= V, 一 ao Uo 

0 < 一 V,— ztgj 一 act (2.44) 


U, 一 VV, 一 en 人 — aU,— — dn.inU,_i, 
LU 一 V — arnnd, 一 pd, 一 一 arr 
我 们 就 会 将 矩阵 [4] 中 的 Lf(z) 消 掉 而 求 得 P20), 
PCz2)，…:，P(zm) 诸 值 ，- 
“上述 利用 短 阵 变换 来 进行 多 元 插值 的 方法 是 由 Milne 和 他 
的 同事 在 文献 137] 中 提出 的 。, 在 文献 133} 中 还 考虑 了 这 种 方 
在 电子 计算 机 上 的 具体 实现 现 问 题 . 


10. 二 元 桥 人 的 人 页 伍 计 


为 了 知道 指 值 着 近 的 准 殉 程度 ， 入 们 往往 可 以 借助 于 被 插 攻 
数 的 某 些 性 质 来 估计 插值 余 项 。 这 就 是 所 谓 余 项 估计 的 问题 。 本 
节 除 了 介绍 应 用 Rolle 定理 信 计 余 项 的 古典 方法 外 ， 想 重 扩 介绍 
一 下 估计 插值 余 项 的 Kincaid 方法 ， 


10.1 利用 Rolle 定理 估计 插值 余 项 


由 于 一 元 Newton 插值 公式 
f(x) = f(x0) + (x — ro)fxosri) 十 …，。 ~ 
二 (xO— xo)(x— x) (xz 一 2o-i) 帮 xzo xn) + + (Cr) 
中 余 项 r(x) 具有 ?十 工 个 零点 ，xoy xi ,xn。 从 而 我 们 对 
r(x) 累 次 地 应 用 Rolle 定理 便 可 知道 ,在 包含 ro zt。，-…，xs 的 
最 小 区 区 癌 彤 必 有 一 数 上 使 得  、 0 
"(5). (2.45) 


{(xo, Tig"'y xm) = a 
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将 该 公式 应 用 于 二 元 差 商 , 便 得 


f(xo, YX19 "9 YXm Yo 1s **,» yw) 一 -二 0 f(é， 人 
| mln} Or”Oy? 
(2.46) 
其 中 é 在 包含 TO 省 1 ”9 Xm 的 最 小 区 间 ] 内 ， 而 | 在 包含 yo is"*» 
yr 的 最 小 区 间 内 ， z 
将 公式 (246) 应 用 于 (210 式 ,全 得 到 儿 项 舍 计 式 
一 tl : ' 
ri(x, y) a Br i y) 
Wh X,Y ,ti Or+np+1 


0 + DY Gedy Sr) 0 
将 (2.46) 应 用 于 (2.12) 中 的 余 项 +,, 便 得 到 估计 式 (2.13)。 同 样 
地 , 若 将 公式 (2.46) 应 用 于 余 项 表达 式 (2.15)， 便 可 得 到 如 下 全 
计 式 : 


ri(x,y) 一 7 A f(#; y) 


上 ma X， 7， pa z @Y 


v=0 Dm yt I or Ox’Oy™- mp+l 一 n»). 


(2.48) 


10.2 ”估计 余 项 的 Kineaid 方法 mm / 

我 们 仍 用 P。 表示 所 有 次 数 不 超 过 4 的 二 元 多 项 式 所 做 成 的 * 
空间 。 P, 的 维 数 是 《一 本 (a+1)(x+2)， 设 P(x,y), 
P(x, 让,-…，, Pa(x，y》) 是 它 的 一 个 基底 . {Li} 是 & 个 线性 算 子 
(可 以 有 重复 者 ),，{(xi, 9y;)} 是 《个 所 (也 可 以 有 重复 者 )。 并 假 
定 行 列 式 


LiP(xs 9) LiP(ris 71) ££ LiPi(x, y1) 


LsP LsP,(x2, “**» LaPrlx3 
2 1(X2, 力 ) P(X? yz) 2 R(X y) x 0. (2.49) 


和 


[LPC yx) LiaPalxhs YA) * LiPa(xr» yk) 
* 75 。 


我 们 用 1(x,y) 表示 被 插 阔 数 ， 用 P(x, y) 表示 Ps 中 福 足 插值 
条 件 

LPs yi) = Lflxis 9;), i=1,2,...,KR, (2.50) 
的 播 值 多 项 式 。 我 们 来 估计 余 项 

e(x,y) =— f(x, y) — P(x, y) (2.51) 

在 (z, w) 处 的 值 6(z, w). 

假定 f(x,，y) 在 包含 点 (z, w) 和 个 插值 结 点 的 茶 个 凸 区 
域 上 具有 连续 的 w 十 1 阶 偏 微 商 ， 这 时 可 将 e(x,y) 作 Tay- 
lor 展开 如 下 : 

elx,y) =— 5 二 [GC— D2 + —w) | e(z， w) 


十 ro(z， ys 3, w )， (2.52) 
其 中 : 


ra(X, > 2 WwW) 一 = ba 一 6)"|(z 一 2) - 汪 


Pe， | 
十 ey 人 
(y - w) 3 


. E(0xr — Oz 2, Oy — Ow + w)ab 


一 让 | 一 清寺 


+ (7 — w) Bl ge(£51), (2.53) 


此 处 〈。 3) 在 连接 (x, y) 和 (x, w) 两 点 的 线段 上 ， 
由 于 P(x,y) 的 十 1 阶 偏 微 商 为 零 ,因而 


1 人 [8 
ra(z， 》， zw) = | (1—0) | 2) Br 
8 n+i 
+ “) 训 | 
| 。f(Or — Oz 2,0y— Ow + w)a0, (2.54) 
由 (2.50) 可 知 
Lie(xis yi) 一 0 一 1， 2 k。 
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于 是 根据 (2.52) 便 得 到 关系 式 
"1 _A0 
sls LAD + DL | ) 包 


_, Ol,,, 
+ (y;— w) > | e(z, w) 

= 一 Lirn(Xi, yis 2 ), := 1， 2 及 ， (2.55) 
将 上 式 看 成 是 关于 未 知 数 e(z, w)， 避 e(z, w), 部 e(z, w), 


Or O” 了 
"95 - E(2, tw ), Br" -Oy 5%, tw) 一 一 E( zw) 的 线 代数 


方程 组 而 解 出 a(z, w)， 便 得 到 (zs, ww) 点 处 的 余 项 页 估计 式 ， 

关系 式 (2.49) 决定 了 方程 组 (2.55 ) 的 解 存在 而 且 唯 一 .然而 
具体 地 求 得 e(z, ww) ,可 以 用 Cramer 行列 式 方法 ,也 可 以 从 系数 
从 阵 的 最 后 一 列 开 始 对 列 向 量 用 Schmidt 直 交 化 过 程 , 求 得 系数 
矩阵 之 逆 的 第 一 行 ,从 而 得 到 e(z, w) 的 值 .在 所 得 的 估计 式 中 ， 
含有 一 Lirn(xi, yi ?sw )。 由 于 上 ; 是 线性 算 子 ， 将 它 与 积分 号 
交换 顺序 便 得 


一 Lirn(Xi, yi» 2 一 一 二 让 4 一 日)? 
。 | 一 2) 十 (一 w ) ay” 
.ff(Ox — Oz 二 2, Oy — Ow 十 Oho 
一 一 寺 (1 —0)L|(#—#) a +) 2] 


. f(Ox 一 0z 十 sg 一 0m 十 he 
再 根据 中 值 定 理 便 得 
TO 
Lirs (Xi, yi» 2» w ) (z+ 1)1 二， {ls ) 本 


(ry etry BY 
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。 f(Ox; 一 0z + z,0y;— Ow 十 w)|， 


其 中 9e [0, 1]， 这 就 是 说 ,我们 根据 f(x,y) 的 # 十 工 阶 偏 微 
商 在 算 子 志 作用 下 在 连接 (wi, yw) 和 (z, w) 的 线段 上 的 取 
值 ,可 以 估计 e(z, w) 的 大 小 . 
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第 三 章 多 元 9e6ammep 逼近 


设 D 是。 维 欧 氏 空 间 R' 中 的 有 界 闭 区 域 . P.Cx), P(x),:… 

pC) 是 定义 在 D 上 的 一 组 实 值 连 续 孙 数 , 它 们 是 线 关 无关 的 有 
它们 所 支 成 的 实 线 性 空间 .对 于 给 定 的 D 上 的 连续 函数 f(x)， 

我 们 冰 多 项 Pu(x) EP 使 得 z 

| max|j(x) 一 本 (| 一 inf maxlf(#) 一 PCe)1 ~ &. 


这 就 是 所 谓 Ue6puves 逼近 问题 。 其 中 P(xw) 称 为 最 佳 逼 近 多 项 
式 。E 称 为 最 佳 和 逼近。 显然 ,如 此 的 最 佳 通 近 多 项 式 总 是 存在 的 . 
进一步 ,人们 自然 要 间 : 最 佳 逼 近 多 项 式 是 否 唯一 ?” 它 有 何 特 征 ? 
怎样 精确 地 或 近似 地 求 得 它 ? 这 就 是 本 章 所 要 讨论 的 问题 . 


$1. 多 元 最 佳 从 近 的 Je0prreB 定理 


在 本 节 中 我 们 将 给 出 交错 点 组 的 概念 和 多 元 逼近 的 deGbnnes 
定理 。 
定义 1 当 取 DD 中 的 个 点 ,x2，:…， zk 作为 插值 结 点 时 ， 
在 了 中 的 插值 恒 存在 而 且 唯 一 , 则 称 这 个 点 是 P 中 插 信 的 适 定 
结 点 组 。 简称 为 卫 的 适 定 结 点 组 

显然 ,点 组 zs zz，……s x 是 P 的 适 定 结 上 组 的 充 要 条 件 是 行 
列 式 


P(x:) P,(x1)- i Pi(x) 
P(xa) P(x3) …。 Pi(x2) x 0. 
P(xx) P(x) :~* PCrk) 


定义 2 点 组 zx， X29 ”3 Tpit (p 三 *) 称 为 PP 的 不 可 播 点 
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组 ， 如 果 它 不 是 王 的 任何 子 空间 的 起 定 结 点 组 、 但 是 从 中 去 挤 任 
何 一 点 之 后 都 可 作成 卫 的 某 子 空间 的 适 定 结 点 组 。 
对 于 不 可 播 点 组 我 们 有 如 下 引 理 : 
引 理 1 有 限 点 集 殉 C 了 2 者 不 是 了 的 任何 子 罕 间 的 适 i 定 结 . 
点 组 , 则 它 必 含有 P 了 的 一 个 不 可 插 点 组 ， 
证 明 如 果 听 本身 就 是 一 个 不 可 插 点 组 , 则 命题 已 证 。 若 驼 
不 是 不 可 插 点 组 ， 则 根据 不 可 插 点 组 的 定义 ， 必 可 从 对 中 去 掉 一 
点 而 使 剩 下 的 点 集 顺 ， 不 是 P 了 的 任何 子 空间 的 适 定 结 点 组 .再 来 看 
mn, 是 次 是 王 的 不 可 揪 点 组 。 如 果 是 , 则 命题 已 证 ;如 果 不 是 , 则 可 
按 上 述 方法 找 员 ，。 一直 做 下 去 。 由 于 点 数 是 有 限 的 ,而 且 可 以 把 
空 集 看 作 是 了 的 零 维 子 空间 的 适 定 结 点 组 ,所 以 总 能 找到 ,人 
是 了 的 不 可 插 点 组 ， 命 题 得 证 
基于 不 可 插 点 组 的 概念 ,我 们 来 给 出 交错 点 组 的 定义 ， 设 x， 
Na Xp+l 是 P 的 不 可 插 点 组 ， 则 ws xz …， Tp 便 是 P 的 某 子 
空间 P, 的 适 定 结 点 组 。 设 其 在 P, 中 对 应 的 Lagrange 插值 基本 
多 项 式 分 别 是 L(x)，Li(x)，…， Lox)， 则 了 向量 (L(x)， 
L(x), Lor)) (LI(xzp)。，L 人 xp)。…，ZLp(xzp))” 是 线 
性 无 关 的 。 再 加 上 一 个 向 量 (L(x,+1), L(xpt1),"*, Lo(xot1))’ 
之 后 必定 是 线性 相关 的 。 而 且 相关 系数 除了 可 以 差 一 常数 倍 不 计 
市 外 是 唯一 确定 的 ， 我 们 不 妨 假设 是 wy oa， …， Op+ls 于 是 便 有 
(x) 士 osiLi(z) 十 .…… 十 cptiLilxpt) =—= 0， 
j= 1 2,..…,p. (3.1) 
定义 3 使 P 的 不 可 打点 组 XI19 Tan" "9 Tptl 中 的 每 个 点 都 相 
应 地 带 上 与 m, o%,……, ap+: 相同 的 正 负 号 之 后 , 便 作 成 P 的 一 个 
引 理 2 设 x, Xx,*…*， Tp+t 是 了 的 不 可 播 点 组 ,In cc， 
ap+ 是 满足 (3.1) 的 一 组 数 。 则 对 任何 P(x)€P 都 有 
opP(xi) 十 opP(r) 十 十 apP(xoth) 一 0. (3.2) 
此 外 ， 如 果 另 有 一 组 不 全 为 零 的 数 p, 内。 ,Bp+， 使 得 对 任何 
P(x)E€P 都 有 z : 
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PP(z) + bP(x) 士 …… 十 PHP(Cxzp+r) 一 0， | (3.3) 
则 (B,, Pi»***， Ppti) 和 (a， C29" * ,Op+1) 仅 差 一 常数 倍 。 
证 明 设 有 0(x) EP 不 满足 (3.2)。 则 我 们 有 
oO(x1) 十 m2O(x2) 十 “二 Gp+1O (xp+1) > 0, 
也 就 是 说 向 量 (O(x), QO(x’),……, O(xen))’ 与 向 量 (ay az， 
os+1)7 不 直 交 。 但 是 根据 (3.1),p 个 线 仁 无 关 的 向 量 (Lj(*1)， 
了 ixa)， “* “， L(xpn))’ (i =1,2,.…:， p) 均 与 (ci， O09"* "9 
+) 直 交 ， 所 以 这 ?个 向 量 与 向 量 (Q(x1)，0(*2),。……， 
Q(xp+1)) 线性 无 关 . 也 就 是 说 XX 9》 全 让 十 ! 是 0, Li, 7 
Ls 所 支 成 的 卫 的 子 空间 的 适 定 结 点 组 。 这 与 假设 xxza* … …，zpti 
是 了 下 的 不 可 插 点 组 相 矛 后。 故 (3.2) 式 必 对 一 切 P(x)&P_ 均 成 
wy z 
此 外 , 设 有 一 组 不 全 为 零 的 数 pi pi» "ys Pet 使 (3.3 ) 成 立 ， 
而 它 并 不 和 a1, ww，……，。easrt 成 比例 . 这 时 我 们 可 以 将 (3.3) 乘 以 
某 数 加 到 (3.2) 式 上 去 而 消去 某 项 (不 妨 假定 可 以 消去 mw). 于 是 
我 们 就 得 到 ,对 一 切 P(x) EP 而 言 ， z 
riP(x,) 十 r ,P(x,) 十 -二 ronP(lxrr) 一 0， 


这 显然 与 x2, xX3, .… ,xp+! 是 卫 的 某 子 空间 的 适 定 结 反 组 的 事实 
相 了 矛盾 ,这 就 证 明了 引 理 的 后 一 部 分 。 证 毕 。 
“从 引 理 2 的 后 一 部 分 证 明 可 以 看 出 ,(3.1) 式 中 的 m, %，…， 
p+1 一 定 全 不 为 零 。 同 时 , 引 理 2 还 表明 ， 交错 点 组 的 符号 由 它 
所 依赖 的 空间 PP 与 不 可 插 点 组 所 唯一 确定 ， 如果 全 部 变 一 次 号 不 
计 的 话 ， 这 就 是 说 定义 3 是 合理 的 . 
对 于 下 中 的 任何 一 个 多 项 式 P(x)、 我 们 称 
A = max|f(x) — P(x)| : 
是 P(x) 与 f(x%) 的 偏差 . 设 zED. 若 fx0) 一 p(x0) 一 人 则 
说 wo 是 2 的 正 偏 离 护 。 同 样 ; 若 f(x0) 一 P(x0) 一 一 人 ， 则 说 am 
是 PP 的 负 仿 离 点 。， 正 和 人 负 偏 离 点 统称 为 偏离 点 ，P(x) 的 所 有 偏 
离 点 作成 的 集合 称 为 P(x) 的 偏离 点 集 ， 为 了 证 明 Ye5binen 定 
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理 3 我 们 还 需要 如 下 的 临界 点 集 的 概念 : / : 
定义 4 将 D 之 任意 两 个 彼此 虐 离 大 于 零 的 子 集 名 和 多分 别 
规定 为 正点 集 和 负 点 集 。 如 果 它 们 进一步 满足 如 下 条 件 则 称 %U 
3 为 P 的 临界 点 集 : 即 从 王 中 不 能 找到 一 个 多 项 式 P(x) 使 得 
当 xE 责 时 PGx) 盖 0， 当 xxe 间 时 P(x) < 二 0; 但 从 & 或 区 中 
去 掉 任 何 一 点 它们 就 不 再 具有 这 种 性 质 . 
根据 熟知 的 Zermelo 选择 公理 ,我 ] 不 难得 到 如 下 引 理 : 
引 理 3 P(DeP 是 f(x) 的 最 佳 逼近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 
' 它 的 偏离 点 集中 至 少 含有 一 个 P 的 临界 点 集 。 
| 为 了 说 明 交 错 点 组 与 临界 点 集 的 关系 、 我 们 来 证 明 下 面 的 引 
理 : 
引 理 4 不 可 插 点 组 带 上 符号 后 作成 了 的 一 个 临界 点 集 的 充 
要 条 件 是 它 能 作成 也 的 一 个 交 错 点 组 ， 
证 明 设 ray xy ，xp41 是 PP 的 不 可 插 点 组 ， 将 它 中 的 点 
依次 答 上 与 o;,"……, ap+! 相同 (或 完全 相反 ) 的 符号 后 ,作成 一 
个 交错 点 组 . 显然 该 交 交 负 点 组 是 的 一 个 必 界 点 集 ， 因 若 不 然 ， 
和 人 种 P(x) €P, 使 PC 与 ww 同 号 (i 一 1， 
,p+1)，、 从 而 
mpP(nm) + mpP(zm) + + tapiiP(ren) > 0. 


这 与 恒等式 (3.2) 发 生 了 矛盾 。 充 分 性 得 证 。 另 一 方面 ， 如 果 我 
们 不 是 将 xs X35 “9 +1 这 上 与 w， o， ap+t 完全 相同 (或 
完全 相反 ) 的 符号 , 比如 说 ，xs+: 处 的 符号 与 cp+: 相反 ， 而 在 其 
余 点 中 的 9 个 点 ,x2,"…s xg 处 带 上 与 a, mm， :…，as 相同 的 符 
号 ; 那么 ,显然 多 项 式 


90 - 六 L(x) ，Sgnai (3.4) 


在 zym， ~»* .， Xg 处 取 与 Ci 02s CI 相同 的 符号 ， 在 Xptl 处 取 
与 cp+， 相反 的 符号 ， 而 在 Xqtis Taq429 ““ “9 tp 处 取 零 值 这 时 ， 
对 充分 小 的 5 0， 显然 : 
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O(r) 一 > L, (2) ， Sgno,; (3.5) 
在 xz， x;,*…*，xptt 处 取 值 的 符号 与 那 点 处 所 带 上 的 符号 -一致 因 
而 ,根据 定义 4， 在 这 种 命 号 之 下 不 可 插 点 组 并 不 构成 一 个 临界 点 
集 。 必 要 性 得 证 ， z 
现在 我 们 来 给 出 多 元 允 近 的 de6armmee 定理 : 
”定理 1 P(x)EP 是 了 上 连续 国 雪 f(x) 的 最 佳 逼 近 多 项 
式 的 充 要 条 件 是 其 偏离 点 集 含 有 了 的 一 个 交错 点 组 ， 
证明 为 证 该 定理 、 根 据 引 理 3 和 引 理 4。 内需 证 明 如 下 全 
题 : P 的 任何 一 个 临界 点 集 的 全 部 点 作成 P 的 一 个 不 可 插 点 组 . 
我 们 用 反 证 法 证 明 这 个 命题 ,假若 不 然 , 设 卫 的 临界 点 集 XU%B= 
CE 不 作成 一 个 不 可 揪 点 组 。 若 @ 是 了 的 某 子 空 间 的 适 定 结 点 组 ， 
则 有 对 应 的 插值 基本 多 项 式 Li(x), L(x),*…*，Lz(x) 存在 . 这 
时 若 取 8; 与 x; 点 的 偏离 号 相同 , 则 多 项 式 
SiLi(C%) + esLs (x) + -+ Eo La(%) (3.6) 
在 6 的 每 点 处 都 取 与 偏离 号 相同 的 符号 . 这 与 @ 是 临界 点 集 的 假 
定 相 矛盾 。 因 此 ，G 不 是 P 了 的 任何 子 空间 的 适 定 结 点 组 ， 由 假设 
及 引 理 1 可 知 ,6 一定 合 有 一 个 P 的 不 可 播 点 组 xi, rx2,"* "xr, 并 
在 这 个 不 可 插 点 组 之 外 还 至 少 含有 一 偏离 点 mm (不 妨 设 m 是 正 偏 
离 点 )。 现 在 我 们 造 一 个 多 项 式 0(x) EP, 使 得 0(x。) 二 0， 而 
0O(x) 在 E 中 其 它 的 偏离 点 处 或 者 为 零 或 者 取 与 偏离 号 相同 的 符 
号 .根据 临界 点 集 的 定义 一 定 存在 P 中 的 + 个 多 项 式 SC)， 
S.Cx)。.……, 5S,(x)， 使 得 5:《x) 在 对 应 的 x; 点 处 或 者 取 零 值 或 者 
取 与 该 点 的 偏离 符号 相反 的 符号 ,而 在 € 中 其 余 的 点 处 与 偏离 号 
相同 。. 特 别 ,我 们 有 
Sx0) > 0, i=1,2,..*,7 


若 有 某 2 < 大 : < 7 9? 使 得 Ss(xi) 一 0、 则 QO(%) 已 经 找到 多 即 

地 Q(x) = Sx), 设 Si(x:) 0, 1 1, 2 7 我 们 将 5S.(%) 

: 依次 乘 以 适当 的 正 数 > Ps: "9 pr 后 分 别 加 到 S2(%), S,(x),» ”多 
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$,(%) 上 去 ,而 使 得 到 的 一 1 个 多 项 式 
四 Si(x) = PSI(x) 十 gs)，1 一 2，3… 7， (3.731 
-在 za 点 处 都 取 零 值 。 令 S.Cx) 一 5.(x)， 则 我 们 仍然 有 
: Sx) >0, i—=1,2,..…,?. 

若 有 某 i 使 5S;(x;) 为 0 或 取 与 x; 点 的 偏离 号 相同 的 符号 ， 则 我 
们 的 9(x) 已 经 找到 ， 即 取 80(Cx) 一 5;《x)。 若 不 然 ， 我们 再 将 
$,(x) 依次 乘 以 适当 的 正 数 包 , 久 ,所 ，…, 包 分 别 加 到 (x)， 
$s(x) ,，"…*,S,(x) 上 去 ,而 使 所 得 的 多 项 式 在 x; 处 均 取 0 值 。 这 
样 一 直下 去 ， 一 定 会 在 某 一 步 找到 所 要 的 9(x)。 因 若 每 一 步 都 
不 能 找到 如 此 的 9(x)。 那 么 最 后 一 定 会 得 P 中 的 > 个 多 项 式 
Ti(x*)，73(xz)，……，7(x)， 使 得 满足 条 件 : 

T(x0) > 0, Tx)0, 1= 1,2,...*,7S 
T(x;)) 一 0, 当 1 妆 7， 1 1 一 1, 2 时 。 
这 说 明 T(x) ,T(x),… ,7,(x) 在 分 别 乘 以 适当 的 常数 之 后 便 
构成 结 点 xy, xy。 xz 上 插值 的 基本 多 项 式 ， 这 与 my X23,***，*， 
是 不 可 插 点 组 的 事实 发 生 了 秘 盾 ， 

在 另 一 方面 ， 根据 临界 点 集 的 定义 ， 我 们 还 可 找到 一 个 多 项 式 
P(x) ,使 得 P(x,) 过 0, 而 P(x) 在 中 其 它 点 附近 取 与 那 点 偏 
离 号 相同 的 符号 ,也 就 是 说 

>0， 当 ye (4 一 zz) 时 
PC 一 [0 当 x€E 委 时 
因此 ， 如 果 我 们 取 充分 小 的 正 数 s >> 0， 那么 就 有 
盖 0， 当 *€ 时 (3.8) 
二 0， 当 x€3 有 时, 
而 这 与 @ 是 临界 点 集 的 假定 相 了 矛盾 ， 至 此 便 证 明了 我 们 的 定理 ， 

在 多 元 帝 近 的 理论 中 ， 应 该 着 重 研究 代数 多 项 式 表 这。 这 一 
方面 是 由 于 得 到 的 允 近 多 项 式 在 实际 计算 中 用 起 来 非常 方便 ， 男 
一 方面 也 是 由 于 多 项 式 有 着 比较 好 的 性 质 , 人 们 容易 把 握 它 ,从 而 
可 以 比较 方便 地 求 出 或 者 描绘 最 佳 逼 近 多 项 式 。 下 一 我 们 就 来 
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OC) + ep (x) = 1 


研究 二 元 多 项 式 最 佳 禹 近 问 题 ， 


$ 2. 一 元 多 项 式 最 佳吉 近 的 特征 


设 D 是 Oxy 平面 上 的 有 界 闭 染 。f(x,y》) 是 D 上 的 二 元 连 
续 函 数 。 Pi(x) ,P(x),.…- ,了 s(x) 表示 一 组 线性 无 关 的 二 元 代 
数 多 项 式 ， 它 们 所 支 成 的 实 线 性 空间 记 为 P。 偏离 点 与 偏离 点 集 
的 定义 如 4$ 1 所 述 。 最 佳 逼近 多 项 式 所 对 应 的 偏离 点 集 称 为 最 入 
逼近 偏离 反 集 ， 

在 实际 应 用 或 者 理论 研究 中 ， 我 们 经 党 肖 到 的 是 具有 如 下 性 
质 的 二 元 多 项 式 空间 (今后 我 们 用 P* 表示 这 种 空间 ): 即 对 任何 


P(x,y)€ P*， 都 可 找到 P* 中 的 一 个 仅 含 奇 重 实 根 〈 实 根 是 指 平 


面 解 曲线 ) 的 多 项 式 0(x,y), 使 得 P(x,y) 的 每 个 奇 重 实 根 都 
是 0(x,y) 的 一 个 奇 重 实 根 。 例 如 所 有 7 次 多 项 式 作 成 的 空间 
P,, 以 及 所 有 关于 = 次 数 不 起 过 m, 关 于 > 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 
作成 的 空间 Pw, 部 是 这 种 空间 ， 

为 了 研究 明 信 近 信 训 志和 的 旨 体 人质 ， 我 们 交 绍 出 交 氏 
格 的 定义 。 为 此 我 们 需要 先 定 义 网 格 . 

定义 5 设 了 是 Oxy 平面 上 的 一 _ 疾 互 不 相交 的 区 域 ， 如 果 
这 些 区 域 和 它们 的 边界 一 起 覆盖 了 整个 平面 , 则 称 了 是 一 个 网 格 . 
其 中 的 每 个 区 域 称 为 格 。 格 数 有 限 的 网 格 称 为 有 限 网 格 。 

根据 代数 曲线 论 ( 见 文献 [26]) 中 所 阐明 的 结果 不 难 证 明 下 
面 的 引 理 

引 理 5 平面 代数 曲线 分 平面 作成 一 个 有 限 网 格 。 

现在 我 们 给 出 交错 网 格 的 定义 

定义 6 设 代数 曲线 P(x， y) 一 0 将 平面 分 成 为 有 限 网 将 
允 ， 我 们 定义 5 中 每 个 格 的 符号 ( 正 号 或 负 号 ) 使 以 P(x,y) 一 0 
的 偶 重 根 的 缴 段 为 公共 边界 的 两 个 区 域 符号 相同 , 而 使 以 P(x， 
y) 一 0 的 奇 重 根 的 弧 段 为 公共 边界 的 两 个 区 域 符号 相反 , 这 时 我 
们 就 说 是 从 定 了 一 个 对 应 多项式 P(x，) 的 一 个 交 蚤 网络, 各 
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果 P(x,y)€ P， 则 还 说 它 是 P 中 的 一 个 交错 网 格 ， 

对 于 交错 网 格 我 们 来 证 明 如 下 引 理 : 

引 理 6 ”对 应 于 一 个 多 项 式 的 交错 网 格 有 而 且 仅 有 两 个 . 

证 明 设 P(x,y) 一 0 分 害 整 个 平面 作成 网 格 了。 利用 代数 
框 线 的 知识 不 难 证 阴 ,使 王 的 每 个 格 都 带 上 与 P(xyy) 相同 的 符 
号 便 可 作成 一 个 交错 网 格 。 根据 交 错 网 格 的 定义 ， 将 它们 全 变 一 
次 号 也 同样 作成 二 个 交错 网 格 。 此 外 。 只 要 规定 了 了 中 的 一 个 格 
的 符号 , 按 交错 网 烙 的 定义 , 便 可 定义 其 相 邻 格 的 符号 ， 进 而 可 伍 
定 王 中 所 有 的 格 的 符号 ， 但 第 一 个 格 的 符号 只 有 正 号 和 负 号 两 种 
选择 ,所 以 对 应 只 可 能 有 两 个 交错 网 格 , 引 理 得 证 ， z 

基于 上 面 的 讨论 ,现在 给 出 -~ 般 性 的 定理 。 我 们 约定 ,如果 4 
和 爸 分 别 是 正和 人 负 人 偏离 点 集 ，35 是 P 的 一 个 交错 网 格 , 4 中 点 均 
落 在 多 的 正 格 中 ,而 8 中 点 均 落 在 2 的 负 格 中 , 则 说 偏离 点 集 UU 
蚂 能 放 人 交错 网 格 中 《或 者 说 ， 了 所 对 应 的 代数 曲线 将 正和 负 
偏离 点 集 分 开 )。 于 是 我 们 有 

定理 2xa 一 个 偏离 点 集 作成 了 的 一 个 最 佳 到 近 偏离 点 集 的 
充 要 条 件 是 它 不 能 放 人 P 中 的 任何 一 个 交错 网 格 中 ， 

证 明 首先, 如果 该 偏离 点 集 能 放 人 下 中 的 代数 曲线 O(x， 
》) 一 0 所 对 应 的 交错 网 格 中 ， 则 我 们 可 以 用 9(x,y》 作 修改 多 
项 式 而 使 逼近 变 得 比 原 来 更 好 。 记 以 该 偏离 点 集 一 定 不 是 最 佳 逼 
近 偏 离 点 集 。 必 要 性 得 证 . 另 一 方面 , 若 偏 离 点 集 不 是 了 的 最 佳 带 
近 偏 离 点 集 ， 则 可 找到 一 多 项 式 P(x,》)eP， 使 得 P(x,y) 在 
正 偏离 点 处 取 正 值 而 在 负 偏离 点 处 取 负 值 ; 所 以 该 偏离 点 集 一 定 
落 人 对 应 于 多 项 式 P(z, ?) 的 一 个 交错 网 格 中 、 充 分 性 得 证 . 

对 于 前 面 所 说 的 空间 P*, 我 们 可 以 给 出 更 简明 的 交错 网 格 的 
定义 ,在 定义 交错 网 格 的 符号 时 不 必 考 虑 多 项 式 根 的 重 数 。 
定义 ?7 设 P*' 中 的 无 偶 重 实 根 的 曲线 P(x,y) 一 0 将 平面 
”分 为 有 限 网 格 3。 如 果 我 们 定义 王 中 每 个 格 的 符号 使 相 邻 格 的 符 
号 粗 反 , 则 说 给 定 了 P* 中 的 对 应 于 无 偶 重 实 根 和 的 多 项 式 P(x ,yy) 
的 一 个 交错 网 格 。 同时 我 们 规定 P* 中 的 交错 网 格 都 是 用 这 种 方 
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鞭 给 出 的 ,. | 
定理 3% 一 个 偏离 点 集 能 作成 P* 的 一 个 最 佳 束 近 偏离 点 
和 时 的 充 要 条 件 是 它 不 能 放 人 和 人 P* 中 的 任何 一 个 交错 网 格 中 。 
”证 明 必要 性 的 征明 与 定理 2 完全 类 似 。 下 面 来 证 光 分 和 
“假设 该 偏离 点 集 不 是 P* 的 最 佳 逼近 偏离 点 集 ， 则 可 以 找到 一 个 
多 项 式 P(x,y)& P* 使 得 P(x,y) 在 该 偏离 点 集 的 正 闹 : 高 点 
处 取 正 值 而 在 负 偏 离 点 处 取 负 值 ， 根 据 P* 的 性 质 , 对 应 于 P(x， 
.y) 可 找到 P* 中 一 个 多 项 式 0(x,y), 它 和 P(x,y) 有 相同 的 
奇 重 解 曲线 ,而 且 8(x,y) 的 解 曲 线 都 是 奇 重 的。 可 见 Q(x, 
也 是 在 正 偏 离 点 处 取 正 值 而 在 负 偏 离 点 处 取 负 值 。 所 以 该 偏离 点 
集落 人 P* 中 的 对 应 于 无 偶 重 实 根 多 项 式 : 2G， y) 的 一 个 交错 网 
格 中 。 充 分 性 得 证 . 

作为 应 用 定 于 ?和 定理 的 全 于 。 来 当 二 下 的 
间 pas， 它 是 线性 无 关 的 二 元 多 项 式 4", 4A"1B, 4"B?,*……， 
AB", pe 所 六 成 的 实 线性 空间 ， 也 就 是 说 ,要 在 形 如 

oA* 二 oA iB+:..… 二 or AB 二 ap (3.9) 

的 多 项 式 中 求 某 连 续 函 数 在 有 界 闭 集 忆 上 的 最 佳 逼近 多 项 式 ， 其 
中 4 和 是 两 个 事先 迁 定 的 二 元 多 项 式 ， 曲线 4LGr， 六 一， 与 
线 B(xr,y) 一 0 不 相交 。 

对 于 空间 P34,» 我 们 有 定理 2 的 如 下 推论 ， 

推论 1 一 偏离 点 集 作 成 P%s 的 最 佳 逼近 偏离 点 集 的 帝 要 
条 件 是 它 不 能 放 人 任何 = 条 形 如 a4(x,》) 十 8B(x,y) 一 0 的 
互 不 相同 的 代数 曲线 所 作成 的 交错 带 (交错 网 格 ) 中 ， 也 就 是 说 它 
不 能 被 # 条 形 如 aA(x,y) 十 8B(x,y》) = 0 的 代数 曲线 所 分 开 . 
特别 是 , 如 果 在 某 条 形 如 cA4(x,7) 十 8B(x,y) 一 0 的 曲线 的 弧 
自 上 既 有 正 偏离 点 又 有 仙 偏 离 点 ， 则 该 偏离 点 集 是 最 佳 逼近 偏离 
点 集 . 

在 该 推论 中 ,如 果 取 B(x,y) 三 1, 而 取 A4(x, 7 是 任意 一 
个 次 数 不 超 过 2 的 二 元 多 项 式 , 则 Ps 还 是 一 个 P* 空间 。 在 这 
种 辖 况 下 交错 带 具有 很 简单 而 直观 的 结构 ， 此 外 、 对 于 带 权 多 项 
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式 逼 近 的 情形 ， 只 要 将 正 负 偏离 点 的 定义 做 适当 的 变动 〈 见 文献 
[39])， 上 述 定理 和 推论 仍然 成 立 ， 这 里 我 们 就 不 仔细 说 明了 . 

在 研究 了 二 元 多 项 式 最 佳 有 逼近 偏离 点 集 的 整体 性 质 之 后 ， 现 
在 我 们 来 研究 其 交错 点 组 的 分 布 。 由 于 理论 研究 和 实际 应 用 的 考 | 
上 忠 。 下 面 我 们 着 重 研究 空间 P。 和 P。,。 中 的 最 佳 逼 近 问 题 、 根 据 ， 
定理 1, 我 们 将 有 如 下 两 个 定理 : 

定理 4m P(x,y)e P。 是 某 已 知 连续 函数 fr, J 在 
中 的 最 佳 逗 近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 它 的 偏离 点 集中 含有 一 个 点 数 


为 (十 2 生生 二 十 DCn 二 2) 十 1) 的 交错 点 组 . 


定理 5 PCr,7y)eP，。 是 某 已 知 连续 亲 数 f(x ,y) 在 Pm,s 
中 的 最 佳 到 近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 它 的 偏离 点 集中 含有 Pm,。 的 
一 个 点 数 为 p (min(m 十 22 十 2) 和 bp 和 (mm 十 1)(2 十 1) 十 1 
对 于 定理 4， 显然 任何 一 条 直线 上 的 = 十 2 个 互 不 相同 的 点 
作成 P。 的 一 个 不 可 揪 点 组 。 因 而 在 适当 地 命 号 之 后 便 可 作成 一 
个 交错 点 组 。 对 于 定理 5， 在 任何 一 条 竖 直 线 上 了 到” 十 2 个 点 或 
在 任何 一 条 水 平 线 上 取 mw 十 2 个 点 均 可 作成 Pm,。 的 一 个 不 可 播 
点 组 ,在 适当 的 命 号 之 下 作成 一 个 交错 点 组 . 
下 面 我 们 将 针对 多 项 式 空 间 Pi, Pi 和 PP, 将 定理 4 和 定理 5 
具体 化 ， 从 而 解决 一 次 和 二 次 de6pmuea 逼近 问题 。 其 中 我 们 还 
要 用 到 上 面 的 定理 3. 


”对 P, 中 的 逼近 ( 亦 即 用 形 如 ax 十 by 十 。 的 多 项 式 来 遂 近 ) 


而 言 , 根据 定理 4， 它 的 交错 点 组 只 可 能 由 三 个 点 或 四 个 点 组 成 
对 于 三 个 点 的 情形 , 偏离 点 只 可 能 按 图 3.1 之 工分 布 , 即 三 个 点 在 
一 条 直线 上 而 且 以 交错 的 符号 排列 。 对 于 四 个 点 的 情形 ， 它 们 首 
先 应 该 作成 一 个 不 可 插 点 组 ， 所 以 它们 中 任何 三 点 均 不 在 一 直线 
上 。 因 此 如 果 从 中 取 三 个 点 作 一 个 三 角形 ， 则 另 一 个 点 的 位 置 仅 
有 两 种 可 能 ， 即 或 者 在 三 角形 内 或 者 在 三 角形 外 。 这 两 种 不 可 
插 点 组 所 对 应 的 交错 点 组 分 别 表示 于 图 3.1 之 11 和 JI 于 是 我 
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们 得 如 下 推论 : 

推论 2 P(x,y)€ PP， 是 连续 函数 f(x , y) 在 P, 中 的 最 佳 带 
近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 其 偏离 点 集中 含有 一 个 形 如 图 3.1 的 交错 
点 组 。 


中 


图 3.2 


下 面 研究 Pu, 中 最 佳 逼近 的 交错 点 组 .根据 定理 5， 其 交 名 
组 合 点 的 个 数 最 少 是 3, 最 多 是 5, 对 三 点 的 情形 , 它 的 偏离 点 只 
能 全 洲 在 一 条 竖 直线 上 或 者 全 落 在 一 条 水 平 线 上 . 天 此 只 能 有 图 
3.2 之 [II 两 种 情形 。 对 四 点 的 情形 ,根据 交错 点 组 的 定义 , 它 首 
先 应 该 作成 一 个 不 可 插 点 组 。 因此 这 四 个 点 必 在 P,, 中 的 一 条 曲 
线 上 ， 也 就 是 说 ,或 者 在 一 条 侠 线 上 ,或 者 在 一 横竖 直线 对 上 ,或 
者 是 在 其 渐 近 线 与 坐标 轴 平 行 的 某 双 曲线 上 。 当 四 个 点 在 一 条 冬 
线 上 时 ,只 可 能 按 图 3.2 之 [IL 的 方式 分 布 .在 后 两 种 情形 ,由 于 交 
错 点 组 中 任何 三 点 不 能 在 一 条 直线 上 ， 而 且 不 能 用 一 直线 把 交错 
点 组 的 正 负 偏离 点 分 开 ,因而 这 些 交 错 点 组 还 必须 具有 图 3.1 之 {I 
和 III 的 形式 .在 图 3.3 中 我 们 具体 地 表示 出 了 这 些 交 错 点 组 . 利 
用 定理 3 不 难 给 出 它们 的 证 明 。 最 后 对 五 点 情形 ， 我 们 可 以 通过 
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Pi， 的 适 定 结 点 组 构造 Pi 的 不 可 播 点 组 , 适当 命 号 之 后 便 作成 
一 个 五 点 交错 点 组 ， 于 是 关于 Pi 中 的 最 佳 逼 近 问 题 , 我 们 得 到 
如 下 推论 : 

推论 3 P(z,y)e Pi 是 连续 函数 fx, 7) 在 Ps 中 的 最 
佳 逼近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 其 偏离 点 集中 含有 一 个 形 如 图 3.2 或 
者 图 3.3 的 交错 点 组 或 者 含有 一 个 五 点 交错 点 组 。 


图 3.4 


下 面 研究 P, 中 最 佳 远近 的 交错 点 组 ， 根 据 定理 4, P; 的 交错 
: 99 ， 


点 组 含 点 的 个 数 和 最 少 是 4 最 多 是 7。 对 太一 4 的 情形 显然 共有 
” 形 如 图 3.4 之 工 的 交错 点 组 。 而 图 3.4 之 1 给 出 的 偏离 点 组 是 一 
个 交错 点 组 ， 可 以 很 容易 地 从 如 下 事实 看 出 : 即 二 次 不 可 约 曲 线 
与 直线 至 多 有 两 个 交点 ， 

接着 我 们 证 明 P; 不 存在 五 点 交错 点 组 。 首 先 , 平面 上 任何 五 
个 点 ,如 果 它 们 中 任何 四 个 点 都 不 共 线 ， 它 们 就 一 定 是 P 的 某 个 
子 空间 的 适 定 结 点 组 。 这 是 因为 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 再 增加 一 个 
适当 的 点 后 就 可 作成 第 二 章 $ 3 所 定义 的 直线 型 结 点 组 6,， 它 是 
P, 的 适 定 结 点 组 。 从 而 原来 的 五 个 点 一 定 是 P; 的 某 子 空间 的 适 
定 结 点 组 (实际 上 。 这 时 Lagrange 插值 基本 多 项 式 已 经 可 以 找 
到 )。 所 以 这 五 个 点 中 必 有 四 点 在 一 条 直线 上 ， 除 此 之 外 还 有 另 
外 一 点 ,但 是 我 们 去 掉 这 另外 一 点 后 。 剩 下 的 四 个 点 仍然 是 P; 的 
不 可 播 点 组 。 根据 不 可 插 点 组 的 定义 , 这 五 个 点 不 能 作成 P 的 不 
可 插 点 组 ， 所 以 说 任何 五 个 点 都 不 能 作成 P; 的 一 个 交错 点 组 . 
” ”下面 讨论 《== 6 的 情形 ， 由 于 这 六 个 点 作成 P 的 不 可 插 点 
组 ， 所 以 它们 必 在 某 条 二 次 曲线 上 。 而 且 用 类 裤 上 面 对 *= 二 5 的 
情形 的 证 法 可 以 证 明 其 中 任何 四 个 点 都 不 共 线 。 因 此 当 这 六 个 点 
分 布 在 两 条 直线 上 时 ,只 能 是 每 条 直线 上 有 三 个 点 ,而 交点 处 没有 
这 种 点 。 反 过 来 ,凡是 在 两 条 直线 上 这 样 分 布 的 六 个 点 > 从 中 去 掉 
任何 一 点 后 ,根据 对 = 5 情形 的 证 明 , 使 作成 P; 的 某 子 空间 的 
适 定 结 点 组 。 所 以 这 样 的 六 个 点 作成 一 个 不 可 插 点 组 ， 因 而 适当 
的 命 号 之 后 便 作 成 P, 的 交错 点 组 ， 经 过 分 析 后 不 难看 到 ,这 种 交 
错 点 组 只 有 图 3.4 之 H，II 和 IV 所 示 的 三 种 情况 。 这 三 种 格式 
给 出 的 偏离 点 组 都 是 不 能 用 二 次 曲线 分 开 的 ,根据 定理 3 (同时 注 
意 它 们 都 是 不 可 插 点 组 ) 便 可 证 明 它 们 都 是 P; 的 交错 点 组 ， 由 于 
交错 点 组 由 不 可 插 点 组 唯一 确定 ， 所 以 对 于 这 样 分 布 的 六 个 点 不 
可 能 有 其 它 类 型 的 交错 点 组 了 。 | 
”对 于 六 个 点 分 布 在 二 次 不 可 约 曲 线 上 的 情形 , 我 们 有 图 3.5 
所 示 的 六 种 交错 点 组 .和 .上 面 的 讨论 一 样 , 不 难 证 明 如 陛 方 式 分 布 
的 六 个 点 确实 作成 P; 的 不 可 插 点 组 .在 适当 地 命 号 之 下 便 作成 忆 
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图 3.5 


的 交错 点 组 ， 但 在 其 余 的 命 号 方式 之 下 它们 均 可 被 两 条 直线 所 分 
开 , 也 就 是 说 可 以 放 人 也 中 的 交错 网 格 中 ， 从 而 不 能 作成 交错 点 
组 . 从 加 3.5 之 III,IV,V。,VI 还 可 看 出 ,分布 在 双 山 线 土 的 交错 
点 组 沿 着 渐 近 线 方向 交错 变 号 。 

最 后 我 们 来 讨论 & 一 7 的 情形 . 从 第 二 间 $ 3 我 们 已 经 知道 ， 
每 个 二 次 插值 的 适 定 结 点 组 都 可 用 “添加 直线 法 "和 “添加 弛 线 法 ” 
构造 出 来 。 而 Py 的 七 点 不 可 插 点 组 可 以 在 BP 的 适 定 结 丘 组 的 基 
础 上 构造 出 来 。 其 方法 是 : 对 于 给 定 的 适 定 结 点 组 《 它 共 有 六 个 
点 ), 我 们 通过 它 的 每 五 个 点 都 作 一 条 二 次 曲线 ,而 在 这 些 二 次 贞 
线 之 外 任 选 一 点 。 这 样 得 到 的 七 个 点 便 作成 P; 的 一 个 不 可 插 挟 
组 。 适当 命 号 之 后 便 作 成 P; 的 七 点 交错 点 组 。 而 且 P; 的 所 有 的 
七 点 交错 点 组 都 可 用 这 种 办 法 构造 出 来 ， 

由 上 面 的 讨论 ,现在 我 们 可 以 给 出 有 关 二 次 最 佳吉 近 的 推论 . 

推论 4 P(r, y)e P， 是 连续 函数 f(x,y) 在 P, 中 的 最 佳 遥 
近 多 项 式 的 充 要 条 件 是 其 偏离 点 集中 含有 一 个 形 如 图 3.4 或 者 图 


.* Pa * 


5 的 交错 点 组 ， 或 型 含有 一 个 七 太 交 错 扩 组 ， 


$3. 多 元 Je6prrrea 通 汪 的 叭 -人 


设 D 是 * 维 欧 氏 空间 R' 中 的 有 界 闭 集 。 刀 中 的 元 素 用 * 表 
示 。E(D) 表示 刀 上 所 有 连续 实 值 函数 所 作成 的 空间 。 在 ECD) 
中 个 线性 无 关 的 函数 P(x), Pa(x),"… ,Palx) 所 支 成 的 记 维 
子 空间 记 为 P。， 所 谓 多 元 最 佳 站 近 的 唯一 性 问题 ， 就 是 讨论 满足 
方程 : 

max |f(*) 一 Px)| 一 inf max|f(x) — P(x) (3.10) 


的 P,(x)eP 在 怎样 的 情况 下 唯一 的 问题 . 本 市 将 对 连续 函数 类 
E(D) 建立 多 元 最 佳 逼 近 唯 一 性 的 一 般 理论 。 

定义 8 若 偏离 点 集 @ 是 有 限 个 卫 的 交错 点 组 的 并 ， 并 且 含 
有 了 的 一 个 适 定 结 点 组 ， 而 它 的 任何 真子 集 所 含 的 所 有 交错 所 组 
的 并 都 不 含有 了 的 适 定 结 点 组 , 则 说 偏 离 把 集 6 是 P 的 一 个 唯一 
交错 点 组 . 

在 这 个 定义 中 涉及 到 (在 下 面 也 将 遇 到 ) 两 个 偏离 点 集 取 并 集 
的 问题 ， 这 个 运算 是 这 样 进行 的 ， 正 ( 负 ) 偏 离 点 集 与 正 ( 负 ) 偏 离 
点 集 取 并 ,作为 整个 并 集 的 正 ( 负 ) 偏 离 点 集 , 如果 得 到 的 正和 负 偏 
离 点 集 之 交 非 空 , 则 1 我 们 认为 取 并 运算 不 能 进行 。 

定义 9 具有 如 下 性 质 的 偏离 点 集 称 为 唯一 临界 点 集 : 对 任 
何 连 续 函 数 f(x)€ E(D) 它 都 能 保证 最 佳 逼 近 唯 一 (也 就 是 说 ,只 
要 它 是 某 连 续 函 数 f(x) 的 最 佳 副 近 偏 离 点 集 , 那么 f(x) 的 最 
佳 逼近 多 项 式 就 一 定 唯一 ) ,然而 它 的 任何 真子 集 都 不 具有 这 一 性 
质 ， 

根据 Zermelo 选择 公理 不 难 证 明 如 下 引 理 ; 

引 理 7 一 个 偏离 点 集 对 任何 连续 函数 而 言 都 能 保证 最 佳 通 
近 唯 一 的 充 要 条 件 是 它 包含 一 个 唯一 临界 反 集 . 

为 了 给 出 关于 最 佳 冯 近 唯 一 性 的 一 般 定 理 ， 我 们 首先 证 明 如 
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下 三 个 引 理 : | : 有 

引 理 8 设 世 是 一 个 偏离 点 集 ， 如 果 能 找到 P 中 的 一 个 非 堆 
多 项 式 P(x)， 使 得 它 在 4 中 的 每 个 点 处 或 者 取 零 值 或 者 取 与 该 
点 偏离 号 相同 的 符号 ; 那么 偏离 点 集 只 不能 保证 对 任何 连续 孙 
数 而 言 最 佳 通 近 瞧 一 ， 

证 明 设 4 是 连续 函数 fcJ)eE(D) 在 已 中 的 最 和 佳 束 近 多 
项 式 H(x) 的 偏离 点 集 , 它 具有 假设 所 要 求 的 性 质 。 下 面 我 们 来 
构造 一 个 函数 W (*)e E(D) ， 它 的 最 佳 逼近 偏离 点 集 包 含 4, 但 
是 它 的 最 佳 逼近 多 项 式 不 唯一 。 设 函数 


ro)—f HY (3.1) 
的 绝对 值 在 D 上 的 上 确 界 是 E， 则 我 们 有 
(x) 一 土 E， 当 xé€M 时 , (3.12) 


在 引 理 中 我 们 不 妨 假 设 当 x*€《 D 时 1P(x)| 万 ,现在 我 们 来 定 
和 0(%): : 

尖 xED, == {rE DIr(x) + P(x) 之 .E}; 
一 下 rE€ED = (xEDIrC(r) PO) SR EY), 
rz) + P(x), 当 x € D/(DUD,), 


Ql) 一 


z (3.13) 
显然 9(x) 是 Dp 上 的 一 个 疾 续 消 数 ，10(x)1 声 了， 同时 ,由 
(3.11) 和 (3.13) 可 知 、 当 xc D, 时 P(x) 之 0, 而 当 x& D: 时 
P(x) 志 0. 对 10(x) 一 P(x)| 我 们 有 如 下 估计 
IE~— P(x)| <E, 当 xED; 
IE— P(x)|E, 当 rx€ED,; (3.14) 
IrC(x)|lE, 当 x€D/(DUD,), . 
但 是 ,由 (3.13) 可 知 ，8(x) 在 4 中 的 正 偏 离 点 处 取 值 E 而 在 4 
中 的 负 偏 离 点 处 取 值 一 E. 因 而 旦 (x) 必 是 函数 W(x*) 一 Q(x) 十 
H(x) 的 最 佳 表 近 多 项 式 。 男 一 方面 ,根据 式 (3.14) 知道 ，， 
[IW(#) — (H(zx) 十 Ps))| = 10(7) 一 PC SEE,YB rED. 
(3.15) 
所 以 下 kx) 十 P(x) 也 是 W (1 的 最 佳 让 近 多 项 式 . 这 涪 趾 仿 
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10(#) — P(x)| 一 


离 点 集 卫 不 能 保证 逼近 函数 W (x) 时 最 佳 逼近 的 唯一 性 。 引 理 
得 证 . 

引 理 9 ”唯一 临界 点 集 是 有 限 点 集 。 

证 明 ”用 反 证 法 .假若 不 然 ， 设 唯一 临界 点 集 忆 是 一 无 穷 点 
集 。 则 由 于 DD 是 有 界 闭 集 , 4 必 有 一 聚 点 *。, 且 有 1 中 点 列 x2) 
使 得 


lim x; = x,€ D., 
f+ 


根据 唯一 临界 点 集 的 定义 ,一 定 存在 P 中 的 一 串 多 项 式 {P(x)}， 
POCx) = a NP) + aPCg) + -+ a PrCx), (3.16) 


使 得 P"Cx) 在 六 处 的 符号 与 偏离 符号 相反 而 在 1 中 的 其 它 点 
处 或 者 取 0 值 或 者 取 与 偏离 号 相同 的 符号 。 而 且 我 们 还 可 以 要 求 
> CaP) 一 1 


这 时 我 们 从 叙 列 《{(af?, oo)} 中 必 能 找到 一 个 收敛 的 
子 叙 列 : 
(ctrp or， apD) 一 (oo yat)， 当 1 一 oo。(3.17) 
故 {Pmn(x)} 一 致 地 收敛 于 了 中 的 一 个 非 零 多 项 式 

~ P(x) = oP(x) 十 cpP:Cx) 十 .+ + orPi(%). (3.18) 


显然 P(x) 在 关中 的 每 点 处 或 者 取 零 值 或 者 取 与 该 点 偏离 号 相 
同 的 符号 。 根 据 引 理 8,4 不 能 保证 对 任何 连续 函数 而 言 最 佳 融 近 
唯一 ,这 与 唯一 临界 点 集 的 定义 相 和 矛盾 ， 引 理 得 证 。 

” 引 理 10 若 有 限 偏离 点 集 六 中 的 所 有 下 的 交错 点 组 的 并 罗 
不 含 了 的 适 定 结 点 组 , 而 且 4/8 一 3 非 空 ; 则 可 找到 卫 中 的 一 
个 多 项 式 P(x), 使 得 P(x) 在 号 中 的 点 上 或 者 为 零 或 者 与 该 点 
.的 偏离 符号 相同 ,而 PCx) 在 3 中 的 点 上 的 符号 均 与 那 点 的 偏离 
号 相同 . | 

证 明 由 于 4 是 有 限 点 集 ， 它 只 可 能 售 有 有 限 个 交错 点 组 ， 
”我 们 只 需 对 4 所 舍 的 交错 点 组 的 个 数 m 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
首先 对 w 一 0, 命题 显然 为 真 . 今 假设 对 w<< / 命题 为 真 ,而 
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来 证 明 对 mm 一 7 十 1 命题 也 实 ， 今 从 名 中 任 取 一 交错 点 组 3 一 
{x zw。xzp+。、 当 我 们 从 也 中 去 掉 x 这 一 点 后 它 就 不 再 含 3 
这 个 交错 点 组 了 。 这 时 它 最 多 能 含 ! 个 交错 点 组 .由 归纳 假定 , 必 
可 找到 P 中 的 一 个 多 项 式 5.(x) , 它 在 除 x+; 外 的 更 中 的 点 上 或 者 
取 零 值 或 者 与 该 点 的 偏离 号 相同 、 而 在 3 中 的 每 点 处 取 与 该 点 仿 
离 号 相同 的 符号 。 车 S.Cx) 在 xi 处 取 同 该 点 偏离 号 的 符号 或 取 
零 值 ， 则 命题 已 证 。 我 们 假设 SCx) 在 x 处 取 号 与 该 点 偏离 号 
相反 同 理 ，。 对 x;, xs » Xp+!l 我 们 也 可 以 构造 类 似 的 5,(x)， 
5 (5 ，.… Spii(x*)， 这 时 我 们 用 本 章 $ 1 定理 1 的 证 朋 中 所 采用 
的 方法 , 注意 到 3, 的 不 可 插 性 ， 便 可 求 得 一 个 多 项 式 P(x)€ P， 
它 在 3 中 的 点 上 或 者 为 零 或 者 取 与 偏离 号 相同 的 符号 , 而 在 中 
的 点 上 取 与 偏离 号 相同 的 符号 ， 引 理 证 毕 . 

现在 我 们 给 出 关于 最 佳 逼近 唯一 性 的 一 般 定理 . 
定理 69 ”一念 离 点 集 对 任何 连续 函数 而 言 都 能 保证 最 佳 逼 
近 唯 一 的 充 要 条 件 是 它 含 有 的 一 个 唯一 交错 点 组 。 

证 明 先 证 充分 性 。 设 4 是 fc)eE(D) 在 了 中 的 最 佳 逼 
近 多 项 式 P(x) 的 偏离 点 集 , 它 包 含 一 个 唯一 交错 点 组 BB 这 时 
若 男 有 一 多 项 式 0O(x) EP 也 是 f(x) 的 最 住 还 近 多 项 式 ， 则 
P(x) 一 9(x) 必 在 罗 中 的 每 点 处 取 零 值 。 但 轨 含 有 了 的 一 个 活 
定 结 点 组 , 故 必 有 P(x) 一 0(x) 三 90, 亦 即 P(x) 二 0(《x). 这 说 
明 最 佳 逼 近 多 项 式 唯一 。 充 分 性 得 证 。 

下 面 来 证 必要 性 ,根据 引 理 7, 我 们 只 需 证 明了 的 任何 一 个 唯 
一 临界 点 集 一 定 含有 PP 的 一 个 唯一 交错 点 组 设 4 是 P 了 的 一 个 
唯一 临界 点 集 。 根据 引 理 9, 它 一 定 是 一 个 有 限 点 集 。 我 们 用 3 
来 表示 习 所 含 的 所 有 了 的 交错 点 组 之 并 ， 若 名 含有 P 的 一 个 适 
定 结 点 组 、 旭 根据 唯一 交错 点 组 的 定义 、 必 能 从 3 中 去 掉 某 几 个 
点 而 使 之 作成 的 一 个 唯一 交错 点 组 也 就 是 说 4 包含 一 个 唯一 
交错 点 组 。 若 名 不 含 P 的 适 定 结 点 组 且 有 x,€E 4 使 x, 和 8, 则 根 
据 引 理 10 和 引 理 8, 4 天 能 保证 对 任何 连续 函数 而 言 最 佬 到 近 只 
一 。 这 与 4 是 唯一 临界 点 集 的 假设 相 孔 盾 。 若 全 不 含 P 的 适 定 
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结 点 组 但 4 一切, 则 一定 在 P 中 的 一 条 曲线 上 .根据 引 理 8, 这 
也 要 与 并 是 唯一 临界 点 集 的 假设 相 了 矛盾 。 因此 对 一 定 含有 王 的 
一 个 适 定 结 点 组 。 也 就 是 说 ,4 一 定 含有 PP 的 一 个 唯一 交错 点 组 ， 
必要 性 得 证 。 定 理 证 毕 ， 
利用 该 定理 可 证 如 下 的 Haar 定理 (参见 文献 [401): 
定理 7 对 任何 遂 数 f(x)&《 E(D) 而 言 ， 中 的 最 佳 带 近 和 者 
唯一 的 充 芝 条 件 是 : 对 D 中 任何 互 不 相 辣 的 《个 后 ,X39 * Xk 
均 成 立 着 不 等 式 
P(x) P(x) **» Px(xi) 
P(xa) P(x2) :** Pilx2) 


二 


过 0， (3.19) 


PiCxi) Plxi) :+ Palxx) 

证 明 ”必要 性 的 证 明 是 简单 的 ， 只 要 构造 一 个 反例 即 可 ( 见 
Axaaep 的 文献 [411)， 在 此 我 们 只 证 明 充 分 性 .假定 对 于 DD 中 
任何 名 个 互 不 相同 的 点 (3.19) 都 成 立 , 那么 D 中 所 含 的 P 的 不 司 
插 点 组 只 有 一 种 : 即 & 十 1 点 不 可 插 点 组 .从 而 用 PP 中 的 多 项 式 
去 最 佳 逼近 j(x)€ E(D) 时 , 其 交错 点 组 只 可 能 是 下 十 1 点 交错 
点 组 .再 根据 $1 中 定理 1，f(x) 的 最 佳 逼近 偏离 点 集中 必 合 有 
这 种 交错 点 组 。 显 然 这 种 交错 点 组 也 是 上 唯一 交错 点 组 。 根 据 上 述 
定理 6, 最 佳 逼 近 必 唯一 充分 性 得 证 . 


§4. 二 元 多 项 式 最 佳 允 近 的 唯一 性 


下 面 我 们 根据 上 述 的 一 般 性 理论 来 具体 地 研究 二 元 多 项 式 最 
佳 到 近 的 唯一 性 同 题 ， 

首先 我 们 讨论 一 次 多 项 式 最 佳 逼近 的 唯一 性 问题 。$2 中 推 
论 2 已 经 指出 了 Pi 的 所 有 交错 点 组 ， 根 据 唯一 交错 成 组 的 定义 
我 们 不 难看 出 , 忆 的 唯一 交错 点 组 不 外 平 图 3.6 所 示 的 五 种 形式 ， 
因此 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 83 平面 上 一 偏离 点 集 对 任何 连续 函数 而 膏 都 能 保证 
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二 元 一 次 最 佳 珊 近 唯 一 的 充 艺 条 件 是 它 含 有 一 个 形 如 网 3.6 的 唯 


人 人 


图 3.6 


接着 我 们 来 讨论 只。 中 最 佳 逼近 的 唯一 性 问题 。 在 $2 推论 
3 中 我 们 已 经 指出 了 Pu 的 所 有 
+ + - ， 交错 点 组 ， 根据 唯一 交错 点 组 的 
上 一 一 一 定义 我 们 不 难看 出 ，P。 的 唯一 

| : “~ 一 交错 点 组 共有 下 列 三 种 情形 ; 


+ 一 + - 
” 1 1) 五 点 交错 点 组 。 
2) 由 两 个 三 点 交错 点 组 构 
图 3.7 成 的 唯一 交错 点 组 ( 见 图 3.7). 


3) 一 个 四 点 交错 点 组 再 加 上 一 个 三 点 或 四 点 交错 点 组 (要 求 
它们 的 并 含有 Pi, 的 一 个 适 定 结 点 组 ) 所 构成 的 唯一 交错 点 组 . 
图 3.8 给 出 了 这 种 唯一 交错 点 组 的 例子 . 


于 是 我 们 得 到 了 如 下 的 定理 : 

定理 965 而 上 一 信条 对 任何 着 数 辣 人保 
Pi 中 的 最 佳 逼近 唯一 的 充 要 条 件 是 : 或 者 它 含 有 Pi 的 一 
人 
有 一 个 四 点 交错 点 组 和 另 一 个 三 点 或 四 点 交错 点 组 BB, 而 只 中 

至 少 有 一 点 不 在 通过 4 的 所 有 点 的 那 条 Pi,， 中 的 曲线 上 . 

现在 我 们 讨论 P, 中 最 佳 逼 近 的 唯一 性 问题 ，. 在 $2 推论 4 中 
”我 们 曾 指出 ，P, 的 交错 点 组 共有 三 种 : 四 点 组 、 六 点 组 和 七 点 组 ， 
七 点 交错 点 组 可 以 保证 最 佳 逼近 唯一 ， 因 此 我 们 只 和 需 来 研究 由 四 
点 交错 点 组 和 六 点 交错 点 组 所 构成 的 唯一 交错 点 组 .可 以 严格 证 
明 ， 纯粹 由 四 点 交错 点 组 构成 的 唯一 交错 点 组 刚好 含有 三 个 四 点 
交错 点 组 (也 就 是 说 , 它 是 由 三 个 四 点 交错 点 组 取 并 而 产生 的 ) ,其 
中 每 两 个 都 有 一 个 公共 点 ， 而 这 种 公共 点 恰 有 三 个 。 满足 这 种 要 
求 的 唯一 交错 点 组 共有 15 种 分 布 方式 . 在 图 3.9 中 我 们 举 出 了 其 
中 的 三 种 。 其 余 的 均 可 类 似 地 构造 出 来 ， 另 一 方面 ， 含 有 六 点 交 
错 点 组 的 唯一 交错 点 组 按 如 下 方式 组 成 : 一 个 六 点 交错 点 组 站 和 
另 一 个 四 点 或 六 点 交错 点 组 思 取 并 集 , 但 是 要 求 中 点 不 全 在 通 
过 4 的 二 次 曲线 上 .于 是 我 们 就 得 到 了 如 下 的 定理 : 


图 3.9 


定理 1052 平面 上 一 篇 交 点 集 对 任何 省 绪 函数 而 富 都 能 保 
证 P; 中 的 最 佳 逼近 唯一 的 充 要 条 件 是 : 或 者 它 含有 P; 的 一 个 七 
点 交错 点 组 ; 或 者 它 含 有 一 个 由 两 两 相交 的 三 个 四 点 交错 反 组 所 
组 成 的 唯一 交错 点 组 ( 见 图 3.9); 或 者 它 含 有 一 个 六 点 交错 扩 组 4 
和 另 一 个 四 点 或 六 点 交错 点 组 3, 而 3B 中 的 点 不 全 落 在 通过 的 
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二 次 曲线 上 。 

对 一 般 的 P。。 我 们 也 可 以 指出 它 的 两 类 唯一 交错 点 组 ， 一 
类 是 由 mm 十 1 个 互相 平行 的 P。。 指 ?十 2 点 交错 点 组 《它们 分 
别 在 mw 十 1 条 不 同 的 竖 直 线 上 ) 所 组 成 ， 另 一 类 是 由 * 十 1 个 互 
相 平 行 的 Pn,s 的 ;十 2 点 交错 点 组 《它们 分 别 在 ”十 1 条 不 同 
的 横 直线 上 ) 所 组 成 。 根据 唯 一 交错 点 组 的 定义 不 难 证 明 ,它们 确 
实 都 是 唯一 交错 点 组 。 

对 于 用 二 元 一 次 多 项 式 玫 近 连续 可 第 函 数 的 情形 。L. Collatz 
在 文献 [42] 中 给 出 了 如 下 的 定理 : 

”定理 11 严格 凸 的 平面 区 域 上 的 二 元 连续 可 微 函 数 在 记 中 
的 最 佳 逼 近 唯 一 。 

只 要 用 一 下 $ 2 中 推论 2 ,该 定理 的 证 明 是 很 容易 的 下 面 我 
们 想 进 一 一 步 应 用 $ 2 中 的 推论 3 和 推论 4 来 给 出 连续 可 微 函数 在 
P,,.， 和 P, 中 最 佳 还 近 的 唯一 性 定理 ， 

设 5 是 Oxy 平面 上 的 一 个 具有 光滑 边界 的 严格 凸 区 域 ， 它 
的 边界 同 渐 近 线 平行 于 二 从 标的 到 史 线 的 间 支 最 多 能 相 雪 和 三 
个 点 。 这 时 我 们 有 

定理 1283 连续 可 微 函 数 在 5S 上 用 Pi, 中 的 多 项 式 通 近 时 ， 
最 佳 还 近 唯 一 . 

证 明 设 s 上 的 连续 可 微 函数 f(x, y) 在 P,， 中 的 最 佳 逼近 
多 项 式 是 P(x,y) .根据 $ 2 中 的 推论 3, P(x , y) 的 偏离 点 集 必 含 
有 一 个 Ps 的 三 点 或 四 点 或 五 点 交错 点 组 。 若 含有 一 个 五 点 交 
错 点 组 , 则 根据 上 面 定理 9, 最 佳 逼 近 多 项 式 一 定 唯一 。 所 以 只 需 
考虑 含有 三 点 或 四 点 交错 点 组 的 情形 . 设 P(x ,y) 的 偏离 点 集 含 
有 §2 中 图 3.2 之 I 所 未 的 三 点 交错 后 组 (xo, yt > (xo, yz) ， (xo, 
为 ) ， 和 而且 :A (不 妨 设 (xo, y1) 在 S 的 边界 上 ).， 由 于 
S 是 严格 吓 的 ,所 以 《xo, 4) 必 是 区 域 之 内 点 ,而且 直 线 * 一 aa 
与 3 的 边界 不 相 切 . 设 0(x,y)EPi 是 f(x,y) 在 S$ 上 的 另 
一 个 最 佳 逼 近 多 项 式 ， 而 R(x,y) 一 P(x,y) 一 8Gx,7)。， 显然 
和 了 
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RR(zo， 力 ) 一 元 R(xo, y2) 一 六 R(xo, y) = 0, (3.20) 


因而 R(x,y) = c(r — xo)(y — yo). (3.21) 
另 一 方面 ， 由 于 fx,y) 一 P(x,y) 与 f(x,y) 一 Q(x,y) 均 沿 
着 区 域 的 边界 在 《xo, 四 ) 处 取 极 值 , 所 以 它们 沿 着 该 点 的 切线 方 
向 (其 倾角 用 6 表示 ) 的 方向 导数 为 0。 因 此 R(x,y) 在 (x0, 1) 
点 的 切线 方向 导数 为 0, 亦 即 
， cf 一 入 )cos9 + c(xo — x0) sin0 = 0, (3.22) 

由 于 直线 x 一 xo 不 与 边界 相 切 , 所 以 cos8 关 0. 故 c 一 0; 亦 
见 R(x, y) 三 0，。Q(x,y) 三 P(x,y)， 这 说 明 最 佳 副 近 唯 一 . 用 
类 似 的 方法 可 以 证 明 , 当 P(x, y) 的 偏离 点 集 含有 $2 图 3.2 和 
图 3.3 中 所 示 的 其 它 类 型 的 交错 所 组 时 ,最 佳 逼近 也 是 唯一 的 . 定 
理 得 证 . 

设 工 是 平面 上 的 任意 山区 域 、 p(x, y) 是 连续 可 微 函数 f(x， 
y) 在 P; 中 在 T 上 的 最 佳 逼近 多 项 式 。 则 由 $2 中 推论 4 可 以 证 
明 如 下 的 定理 : 

定理 13 车 P(x,y) 的 偏离 点 集 所 含 的 所 有 交错 点 组 的 
并 既 不 金 在 一 条 直线 上 ,也 不 全 在 TT 的 边界 上 , 则 f(x,y) 在 T 上 
的 二 次 最 佳 通 近 多 项 式 是 唯一 的 


$ 5. 某 些 二 维 区 域 上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 


我 们 用 了 表示 所 有 次 数 不 超 过 7 的 二 元 实 系数 多 项 式 所 作 
成 的 空间 ， 用 Pn,。 表 示 所 有 关于 zx 的 次 数 不 超 过 mw 关于 y 的 次 
数 不 超 过 = 的 二 元 实 系 数 多 项 式 所 作成 的 空间 。 若 刀 是 平面 上 的 
一 个 有 界 闭 区 域 , 而 P(z, y) 是 x”y” 在 Po+-， 中 在 D 上 的 最 
佳 逼近 多 项 式 ， 则 我 们 称 x”y" 一 是 x"y” 在 D 上 的 最 
小 零 偏差 多 项 式 ,而 称 


e 一 ,max | xys 一 P(x, y)| (3.23) 


为 最 小 零 偏差。 此 外 ， 在 下 面 的 定理 叙述 中 ,对 任何 w 总 约定 


es。 101。， 


站 


a; 二 二 


首先 , 我 们 给 出 矩形 区 域 4 一 [一 1 万 *+,y 志 11 上 的 最 小 
定理 14%? ”对 于 任何 非 负 整数 ”和 2， 


oT 2i—l - 27 一 工 
Loan 人 (zy) 一 也 (x 十 cos 3m 3 I @ 十 cos- 7 x) 
(3.24) 
是 x”"y” 在 短 形 4 上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 . 其 最 小 零 偏 差 是 
min(2 ~“ *+2, 1)., 


证 明 不 难看 出 ，4mr(z， )) 的 偏离 点 集 为 
€ — {x yi;) 一 (一 eos 至 ,一 cos 全]， 


天 


i 


t= 0,1,...,?; ij 一 0,1 中 


同时 ,我 们 知道 ， | 
1 , xo, X19**° > XY, yo Xoy0s*"* sto yo"**s 
9 X03 yd 
1 ， X03 x0-…"， Xo » Vis woyies ”3 ry" **» 
Yi» Xoy1 "> XO YY z : 
|1, xo, xz X0 > yn, Xoyns*** ,XP Ya se» 
yzs Xoyn»* "9 Xo ya 
A=| ........,..... 
1 ， Xm Xs ”5 fms Yo Tm > Xm yO" "*s 
yo » xmyn > ”“”? Xmyg 
1，xmy xm ** XR, ?Us xm XY 
ys my sy 


2 1 mi 
1 ， Xm 党 站 


1 


村 i 
Yas TmYyns "9 my 


2? 02 。 


本 [I (xi 一 ri) TT (CO— yt, (3.25) 


Qeiciem eR<i<n 
其 中 《 是 非 零 常数 , 显然 A 是 自 变 数 tos Y19"" ,Tmo 加 > Js ”” ”3 
和 之 = (m 十 2)(m 十 1)(z 十 1) 次 多 项 式 。 如 果 将 A 的 最 后 
一 列 取 成 是 wyi(i 十 1 过 m 十 一 1) 在 矩形 网 点 @ 上 的 值 ， 则 
按照 行列 式 的 性 质 〈 从 一 行 减 去 另 一 行 的 运算 不 改变 行列 式 的 
值 ) ,该 行列 式 具 有 和 (3.25) 式 右 端 相同 的 因 式 。 也 就 是 说 它 能 被 
(3.25) 式 的 右 端 所 整除 . 然而 这 时 该 行列 式 仅 是 自 变数 xo, r，…， 
Tm» Yo Yi19 "> Yn 之 (m+n)(m+li)(+t1)—m 二 i 7 十 


ji 一 六 (m 十 n)(m 十 1)(n 十 1) 次 多 项 式 , 故 该 行列 式 恒 为 零 。 
由 此 可 知 和 矩阵， 


2 2 . m+n—2 mtn—!l 
1 , xo, Yos Xn 和 0YyD yo," » Xo og 


yo" "ss Yo 


/ 2 2 一 一 3 ， 
j 1 ， Xo» yi Tos Yoyi yl ，X0 » Xo : yi9 ”9 yi 


省 


过 时 过 


2 2 。。。 7 十 开 一 上 713 十 齐 一 立 a 12 十 则 一 | 
1 , xo, yn To ToVYns yn, » 0 » To .yp ? 3 Yn 
2 2 由 要 各 mt nl 一 
] ，xm » Yo Tm wm Yos 3 Vm 3 Tm 
2 .oe 1m 十 #2 一 1 2 十 及 一 2 加 82 十 好 一 1 
1 ,Xm > Vis Xm» Tmyis YI» Ee 9 Tin Ja > 2 41 


利生 


. 2 a m+n-1 十 帮 一 2 一 
1 , x ， Yes Tm TmYyns yn 9 Xm ,9 Xm Yrs * ,yt ! 


“(3.26) 
的 秩 小 于 (m 十 1)(w 十 1)。 因此 @ 不 是 Ps 的 任何 子 空间 
的 适 定 结 点 组 . 根据 $ 1 中 引 理 1， 它 必 包 含 P。，， 的 一 个 不 可 
播 点 组 。 而 对 这 不 可 插 点 组 适当 命 号 便 作成 Pw;,_， 的 一 个 交错 
点 组 。 不 难 证 明 , 偏离 点 集 € 是 Pm,。 中 所 有 不 带 xmy” 项 的 多 
项 式 所 作成 的 空间 的 交错 点 组 ( 见 文献 [43])。 因 而 ,根据 不 可 播 
点 组 的 定义 ,从 E@ 中 去 掉 任 何 一 点 后 它 就 是 该 空间 的 其 子 空间 的 
适 定 结 点 组 , 更 是 Pwis_， 的 某 子 空间 的 适 定 结 点 组 。 也 就 是 说 。 
从 人 @ 中 去 掉 任 何 一 点 后 就 不 能 作成 P。。， 的 交错 点 组 了。 因此 
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锅 离 点 集 @ 必 是 pw- 的 交错 点 组 。 根 据 $1 中 定理 1 便 知 
x"y 一 Amn(+，y) 是 +”"y” 在 Po 中 的 最 佳 通 近 多 项 式 . 于 
是 我 们 就 证 明了 4w,(x*,y) 是 x"y” 在 矩形 4 上 的 最 小 零 偏差 
多 项 式 。 而 定理 中 第 二 名 话 之 成 立 是 显然 的 。 定 理 证 毕 。 

下 面 我 们 给 出 三 角形 区 域 =Ix 宇 一 1,y 之 一 1,x 十 
y 三 0] 上 的 最 小 零 偏 差 多 项 式 。 

定理 15%9 对 于 任何 非 负 整 数 普 和 = 


Bnn(x,y) 一 TI (x + cos 和 一 1 z) 


i=1 、 2(m 十 1) 
. - os 
a b 十 c 了 PE ) (3.27) 


是 x” 和 在 B 上 的 最 小 零 偏 差 多 项 式 。 对 应 的 最 小 零 偏 差 是 
min(2-m-"+!, 1). : 
证 明 首先 ,我 们 记 

21 Xs 一 一 cos_21 一 1 于 
2(m+n) | 

用 表示 挎 形 [一 1 委 x 委 xzo。 一 1 委 ?》 委 )ol ,不 一 8B/D。 显 

然 1 Bm,n(x,y)] 在 F 上 的 最 大 值 都 在 斜 边 * 十 ? 一 0 上 达到 .下 

面 我 们 不 妨 假 设 m 和 w ,考察 1 Bm,n(x，y)| 在 D 上 取 值 的 大 小 ， 

对 任意 给 定 的 (x,y)€ D, 不 妨 设 灾 二 + 二 xrin。 当 《十 1 专 

i < 安 m 时 我 们 有 


srr x eos 从 一] ro eos dl 
2(m+ 2) 2(m 十 2) 
过 cos 一 2 二 1 
2(72 十 1) 
2 十 1 
COS 一 一 一 一 一 一 
2(m+n) 
-Xml (3.28) 


=。 i04 。 


1 


TI (+—#)| < 工 Go 


友信 上 
中 kk 
| 本 (x 一 2) < | [I (xmt: 一 Xi) 
因此 ,对 任何 (*,y) ED 都 有 : z 
| Bm,n(x, y)| < | Bn Xm+i» y)|， z (3.29) 


从 而 1Bwmn(x;y)| 在 D 上 的 值 不 超过 在 斜 边 上 的 最 大 值 . 总 之 ， 
| 8m.(x,y) 在 斜 边 上 取 到 最 大 值 . 然而 ， 沿 着 斜 边 + 士 y 一 0， 
我 们 有 


“mtn 


Bn, Bonl— yD — + [Gy | 
oo 十 2-m Tcos [(m + warc cos yl (3.30) 
可 见 Bal#, y) 在 点 组 


(一 cos 一 在 > co 全-)， 1 一 0,1,..">m 十 1， (3.31) 
上 达到 最 大 偏差 ,而且 依次 变 号 . 所 以 这 二 十 # 十 1 个 点 作成 
Ps 的 一 个 交错 点 组 ( 见 人 2 中 定理 4)。 从 而 Bm,n(x,y) 
是 x"y 在 B 上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 ， 而 其 最 小 零 偏差 为 
mine 2 mnt! , IJ、 证 毕 。 

现在 我 们 来 讨论 加 域 上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 。 于 C 表示 加 坟 
x’ 十 天 < |. 我 们 有 

定理 168%4 对 于 任何 非 负 整 数 w 和 %w， 


2 mG— 1 \ 
<) - i\ =: 2 十 3) 


了 了 21 一 六 一 】 ) 
. + sn 2/ 一 了 一 3.32 
i mA 


是 .x"y” 在 C 上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 。 其 最 小 零 偏差 是 


= $05.。 


minC2 一 名 “1 于)， 


证 明 我们 记 

zi sin i ml ， ff 一 0, 填 1, 十 2,..。; 
2(m 二 nn) 
21— nC—l1 


而 用 刀 表 示 和 矩形 [xw<x*<wo,ys<<y<p], FC/D， 当 
"一 0 时 该 定理 之 成 立 是 显然 的 。 因 此 只 需 就 > > ! 来 证 明 ， 首 
先 证 明 ,多项式 


82 十 未 
OOkCx) 一 | JI (x CO— xi)|, 
fm 一直 


0 二 《二 1 (3.33) 
在 区 间 [zs | 中 的 每 个 小 区 间 Lx, xi] (大 < fm 十 
) 上 的 最 大 值 随 该 小 区 间 与 原点 * 一 0 的 距离 的 增加 而 非 降 . 当 
ov, 

: | 2-m-sticos ((m + n)arc cos x)| ， 当 n 为 偶数 。 


”一 上 ((m + n)arc eo | ， 当 1 为 奇数 . 
| Vi 加 


(3.34) 


这 件 事 显然 是 对 的 , 另 一 方面 ， 如果 对 =!1> 0 这 件 事 对 ， 则 对 
一 4 一 1 也 对 。 这 是 因为 ,如 果 区 间 [zti， x-iti] 内 的 小 区 间 
[xi zz] 比 小 区 间 [xs zx] 更 远离 原点 (不 炉 设 2 (x) 在 
其 上 的 最 大 值 氮 分 别 是 xi3 Nit 而 Oi(x) 在 [zx xi 上 的 最 
大 值 点 是 过)。 则 

-1 -1 


Ori(Kit1) — Qi(xiri) ”| 一 一人 ”一 
i+! — Tl Ti -一 二 1 十? 
< gz) . 去 本 
人 bs 一 pp 一 一 Tmtt 
一 Q(Xi) < Ge， 《3.35) 


s 06% 


根据 数学 归纳 法 ， 这 件 事 之 成 立 是 无 颖 的。 特别 对 太一 0 命题 为 
真 。 而 这 说 明 | Co(xz。，?)| 在 矩形 D 上 的 最 大 值 一 定 不 超过 它 
在 F 上 的 最 大 值 。 然 而 它 在 Ff 上 的 最 大 值 显 然 又 不 超过 它 在 贺 周 
x* 十 儿 一 1 上 的 最 大 值 。 所 以 Cm,n(x, y) 企 单位 加 周二 有 候 离 
氮 。 又 由 于 _ 


21 一 ”一 工 
2(m 十 2) 
2 一 了 十 一 人 一 
2(2 十 22) 
2 
2(m 十 3) /| 
路 
2(m 十 72) 


(sin0+ sin 
。 (ine+ sin 


一 一 (cse 一 Sin 


。 (cos0 十 sin (3.36) 
故 在 圆周 x? 十 一 1 上 我 们 有 
Cm, 2(X， y) = 一 Cm (cos6， sin 0) 


-一 II (cosO— 和) II ( sin 0 — y;) 
=1 1=1 


_ {= 。 cos (m 十 2)0， 他 为 伪 ， 


有 ， (3.37 ) 
土 2 sin 人 (1 十 2)0， 1 为 奇 . 


由 此 不 难看 出 ，Cm,a(x , y) 在 圆周 上 必 有 2(m 十 ”) 个 偏离 点 ， 

而 这 些 偏 离 点 还 沿 着 圆周 交错 变 号 。 根据 (m 十 # 一 1) 次 代数 

曲线 与 二 次 筑 线 至 多 能 相交 村 2(m 十 w 一 1) 个 点 《 若 不 含 该 二 

次 曲线 的 分 量 为 其 分 量 的 话 , 见 第 二 章 定理 1), 我 们 不 难 证 明 这 

2(m 十 n) 个 偏离 后 就 是 Pn+s-s 的 一 个 交错 瓜 组 ， 这样 我 们 就 

证 明了 Cm,s(x,y) 是 x"y” 在 C 上 的 最 小 零 偶 差 多 项 式 。 根据 

” (3.37) 式 , 定理 的 后 一 句 话 显然 成 立 。 证 毕 . 

应 该 指出 ,多 元 最 小 零 偏差 多 项 式 一 般 是 不 唯一 的 。 例 如 ， 对 

于 贺 形 区 域 ,文献 [471 还 给 出 另 一 类 最 小 零 偏差 多 项 式 .。 在 这 里 
我 们 就 不 仔细 介绍 了。 


es 407 。 


4 6. 二 元 最 佳 逼 近 多 项 式 的 近似 求法 


上 池 我 们 所 求 得 的 都 是 精确 的 最 佳 逼近 多 项 式 。 但 是 在 许多 
场合 下 人 们 不 能 精确 地 求 得 最 佳 逼近 多 项 式 ， 这 时 必须 卷 虑 最 佳 
逼近 多 项 式 的 近似 计算 问题 ,对 此 人 们 提出 了 各 种 不 同 的 方法 ( 见 
文献 [48, 49, 50]). 下 面 仅 介 绍 其 中 的 一 种 方法 一 一 交换 算法 . 它 
很 简单 ,也 很 实用 . 

设 D 是 Oxy 平面 上 的 有 界 闭 区 域 ,f(x, y) 是 了 上 的 连续 项 
数 . P 是 由 《个 线性 无 关 的 二 元 多 项 式 P(x,y), Px,y),*……， 
Pr(+,y) 所 支 成 的 实 线性 空间 。 我 们 将 近似 地 求 得 f(x,y) 在 
D 上 在 P 中 的 最 佳 逼 近 多 项 式 ， 


在 区 域 D 中 选取 一 个 有 限 点 集 妇 , 使 如 所 含 点 数 不 少 于 包 十 


1, 而且 中 的 任何 = 个 不 同 的 点 均 作 成 王 的 适 定 结 点 组 。 这 时 ， 
求 近 似 最 佳 逼 近 多 项 式 的 问题 便 可 化 为 在 了 中 求 {x,y) 在 4 
上 的 最 佳 逼 近 多 项 式 问 题 。 这 是 一 种 离散 点 集 上 的 He6mues 通 
近 问 题 。 根据 $ 3 定理 7, 这 种 最 佳 盘 近 多 项 式 是 唯一 的 ， 由 于 
中 每 & 十 1 个 点 都 是 的 一 个 不 可 插 点 组 ,适当 命 号 便 作成 一 个 
& 十 工 把 交错 点 组 ( 它 也 是 唯一 交错 点 组 )。 所 以 当 在 每 个 z 十 1 
氮 组 上 求 最 佳 逼 近 时 , 最 佳 逼 近 唯 一 .。 若 P(x,y) 是 f(x,y) 在 
U 上 的 最 佳 逼 近 多 项 式 , 则 P(x, y) 的 偏离 点 集 必 含有 卫 的 一 个 
十 1 所 交错 点 组 。 显然 P(x,y) 也 是 x,y) 在 这 名 十 1 点 
交错 点 组 上 的 最 佳 交 近 多 项 式 。” 这 就 是 说 P(x,y) 必 是 f(x, y) 
在 每 个 《十 1 点 组 上 求 出 的 最 佳 至 近 多 项 式 中 具有 最 大 偏差 者 . 
因此 求 得 P(x,y) 的 关键 是 找到 具有 最 大 偏差 的 那个 十 1 点 
组 。 这 可 以 用 所 谓 的 交换 算法 来 实现 。 下 面 我 们 就 来 介绍 

在 4 中 任 取 天 十 1 工 个 点 〈za， 力 ) (x3 3) (Xt yh+1) ， 
我 们 先 构造 fx, y) 在 其 上 的 最 佳 逼 近 多 项 式 8(x,y). 按 $1 
定义 3, 我 们 可 以 找到 一 组 非 零 实数 cy ez …， crt19 使 得 对 一 切 
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S(x,y) EP 均 有 
Sxis yi1) EF osx y2) 二 Srinsyin) = 0, (3.38) 
设 4 是 8(*,y) 与 fx,y) 在 这 《十 1 点 组 上 的 最 大 偏差 则 
我 们 有 : 


友 十 1 


& “一 之 ) of (Xx; » yi) 
k+l1 
= 一 之 | a(f(x;, yi) — Olxi, yi)) 
了 1 : 
一 士 有 h 之 ， [osl, (3.39) 
因而 
下 十 1 
1 一 |al /3 al. (3.40) 
若 令 


8; 一 Signac，sSignw，7 一 1 2 十 1， (3.41) 
则 由 方程 组 


胡 
Q(x;, yi;) = 之 ， ciPi(zi， yi) 一 f(x;, y;) 一 Bi:h , 


f=1,2,..'*. ,上 , (3.42) 
便 可 求 得 {x,y) 在 (xi 入 )， (xy2)。……，(xk+tlyykt) 上 的 最 
佳 逼 近 多 项 式 2(*, 7)。 若 0(x,y) 在 该 十 1 点 组 之 外 的 4 
中 每 点 处 与 f(x , y) 的 偏离 均 不 超过 ,那么 89(x, y) 就 是 所 求 
的 最 佳 逼近 多 项 式 P(x, y)。 若 有 一 点 (zo, yo) ez 使 

{f(x0, yo) — Q(xo, yo)| > %, 

则 我 们 一 定 可 以 用 (xo, yo) 去 替换 (x1» 入) (x2, y2),***» (xh+is 
ya) 中 的 某 个 点 ， 而 使 Kx,y) 在 新 的 《十 1 点 组 上 的 了 中 的 
最 佳 逼 近 刀 大 于 h。 从 而 我 们 就 得 到 了 新 的 4 十 1 后 组 上 P 中 的 
最 佳 逼 近 多 项 式 0'(x, y)。 然后 对 0'(x,y) 再 做 类 似 于 Q(x， 
y) 的 讨论 。 这 样 一 直下 去 ， 每 做 一 步 , 十 1 点 组 上 的 最 佳 膛 近 
值 就 增加 一 些 ， 由 于 妇 中 所 含 的 《十 1 点 组 的 个 数 是 有 限 的 ， 故 
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必 在 某 步 找到 具有 最 大 偏差 的 那个 & 十 1 点 组 。 于 是 便 找 到 了 所 
要 求 的 最 佳 逼 近 多 项 式 Rsx， y). 四 

最 后 我 们 指出 ， 对 于 不 满足 上 述 要 求 的 一 般 有 限 点 集 也 也 可 
建立 类 似 的 交换 算法 。 对 这 方面 有 兴趣 的 读者 可 参考 Rice 的 文 
献 [50]。 
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第 四 章 ”多 元 样 条 函数 


多 项 式 有 逼近 问题 的 理论 与 应 用 迄今 已 经 取得 十 分 重大 的 进 
展 。 众 所 周知 ,多 项 式 是 一 种 解析 函数 , 它 在 某 点 附近 的 性 质 足以 
决定 它 的 整体 性 质 。 这 和 许多 物理 现象 是 不 相符 合 的 。 因 此 人 们 
自然 有 必要 寻求 一 类 新 的 “ 半 解 析 ” 逼 近 工 具 ， 使 它 既 保持 多 项 
式 的 某 些 优点 。 又 具有 某 种 局 部 性 质 。 样 条 函数 正 是 这 样 一 类 函 
数 ， 自 从 I. J. Schoenberg 1946 年 的 开创 性 论文 吞 问世 以 来 , 样 
条 函数 的 研究 工作 十 分 活跃 。 至 今 国内 外 已 有 数 以 千 计 的 论文 发 
表 在 各 种 杂志 上 。. 这 些 成 果 不 仅 从 理论 和 应 用 两 方面 补充 到 逼近 
论 的 各 个 领域 ,而 且 已 明显 地 涂 透 到 其 它 许多 学 科 的 研究 工作 中 . 

什么 是 样 条 函数 呢 ? 设 给 定 实 轴 的 一 个 分 旭 

A: d= X00 过 一 z 一 xb 一 ‘rn™ ob. 
若 y 一 sx) 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 函数 : 

19 于 (一 00,4a], [xjs rin](j 一 0,.……,N 一 1)[5, co) 每 个 
坟 间 上 国 数 SCs) 是 次 数 不 起 过 * 的 多 项 式 ， : 

2” y 一 5S(x) 在 全 实 轴 (一 co, co) 上 具有 连续 的 一 1 阶 
om - 
则 称 y 一 S(x) 为 以 A 分 点 为 结 点 的 = 次 样 条 函数 。 记 为 

SCxz) € Seo(rzoy ri ,rN). 

在 文献 [53] 中 Schoenberg 给 出 了 5， (Cos mo …, xnw) 中 任 一 

z 次 样 条 函数 的 一 般 表达 式 : : 


SCxz) = P(x) 十 3 cAx— Xs, (—O < 一 co0) 


其 中 P(x)€ HH, (次 数 和 # 的 多 项 式 集合 ) 为 5(x) 在 (一 吕 ,a] 
上 的 表达 去, 而 
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(zx 一 zi 和 一 [xz 一 Xi)+ 1", 
(x — xi)+ — max (0,*— x;) 
为 截断 多 项 式 . z 
关于 一 元 样 条 冰 数 各 种 各 样 的 解释 以 及 许多 有 趣 的 结果 ， 读 
者 可 参考 文献 [54,55 ,56,57]. 
本 章 中 :人 5 委 中 介绍 和 语 论 多 元 笠 条 通才 方面 的 结果 ， 


1 参数 再 条 与 Coons 曲面 逼近 


11 参数 型 样 条 函数 插值 


设 有 一 条 三 三 维 空 间 的 曲线 段 : 4 了， 欲求 其 参数 方程 ._ 今 取 定 
一 空间 坐标 系 :0XYZ， 引 八 参 诡 量 1 设想 曲线 C 一 48 可 表 
示 为 

CC: r= C8), y 一 (2), 和 一 z(t), 0 和 :上 和 1， (4.1 ) 
其 中 4 一 (x(0), y(0), 2z(0))，B 一 (x(1), y(1),z(1))。 如果 
采用 向 量 形式 , 则 曲线 C 又 可 表示 为 


/rx(e) 四 
| y(z) je - (4.2) 


2(¢) 
设 已 知 . 
S(0) : — SS (0) 一 S$,, S(1) 一 -SS S (1) 一 .S1 (4.3 ) 
其 中 5S,，S,，S,。S; 是 已 知 向 量 , 且 我 们 采用 记号 
SCD 一 (人 (CD 》 2), C0)). : 
,者 要 求 x(), y(t), 和 zt 都 是 。 * 的 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 ， 
则 按 插 值 条 件 (14. 3) 不 难 确 定 所 欲求 的 多 顶 式 向 量 为 
SC) = S00: (1 一 3 十 2 十 S$S (rr 一 2 十 有 了) 
S32) 二 Se) (4.4) 
0 过 :去 1 
邱 然 , 如 果 空间 曲线 的 变化 情况 比较 复杂 、 则 用 单条 (4.4) 形 
曲线 来 人 退 近 ,其 精确 程度 是 不 一 定理 想 的 . 为 此 :常用 分 段 为 (4.4) 
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形 的 参数 型 样 条 函数 来 和 逼近。 以 下 就 来 讨论 这 个 问题 。 特 别 将 介 
知 文 南 [53] 中 给 邮 的 一 种 交 清 插值 方 深 它 是 一 种 照顾 到 保 呈 性 
的 方法 . 
设 对 区 间 【a ,2] 进行 剖 分 
4 一 上 < 由 < 性 避 一 b 
今 欲 构造 一 个 分 段 为 三 次 多 项 式 且 具有 一 阶 光滑 度 的 所 谓 弱 样 条 
冰 数 S(t)， 使 之 满足 预先 给 双 定 的 插值 条 件 


S(1) = 5,, j= 0, 1， (4.5) 


本 来 ,我 们 可 以 给 出 一 个 三 次 自然 样 条 浮 数 ,使 之 满足 插值 条 
件 〈4.5) 3, 但 是 如 所 知 ， 部 本 和 芭 的 目 然 术 条 这 耻 关 不定 能 
照顾 到 曲线 原型 的 ， 也 就 是 说 不 能 避免 多 余 换 点 的 出 现 。 下 面 介 
绍 的 方法 就 是 以 牺牲 一 点 光滑 度 为 代价 来 照顾 曲线 原型 的 . 

今 于 每 个 区 闻 [00 二 0,1,:…,n 一 1) 上 用 带 一 阶 导 
数 的 Hermite 插值 公式 来 构造 三 次 多 项 式 


PK ) S 人 ti; ) 上 一 tri 2 
改天 上 二 二 。 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 站 -一 
1 1 ( 人 一 tj (, 4 一 Litt ) 


十 Gi(t 一 1) (Gr 一 Eh ) + Sn (i 一 2 :一 人 站 


一 {jt+i zi 一 


， i 


( i 二 a oo 人 -一 0 (4.6) 


1 — 
其 中 Qi 和 ai 是 待定 参数 ( 切 向 量 )， 且 
P;(1;) 一 ai， 人 | 一 + . ， (4.7) 
经 过 计算 可 得 : : 加 
6(: 一 与 )02 一 ， 
nm) z 
Gi ti 2 


6( 一 in) 
+ Sit a 


2 


(一 4)(3: — ti — 2tn) » . 


VT aim (2 — 4) 
24 一 7 一 fit bt 一 27; -一 tir 
27— 1 fit 
6S 一 一 一 一 
十 697n (1; 一 bt) 
0t 一 42; 一 Li 
十 ait (+ 一 与 六 
于 是 
p 6( 9,41 — 3;)- 1 
PA 
1 (4) (in 2 Wy 
本 Zit: 一 ?2 
而 


PY() = 一 一 一 [Go — ta 一 2air (4.8) 


iti fi 


其 中 fl;, £4+1) 为 一 阶 差 机 


Siti — 
: 一 
完全 类 似 地 ,我 人 有 四 
Pr 一 一 [一 fn 二 2ai 十 4aittl。 (4.9) 
1i+1 一 


因为 实际 上 三 次 弱 样 条 函数 SG) 在 各 剖 分 点 处 二 阶 导 同 量 
是 不 存在 的 ， 但 是 为 了 照顾 SG) 的 保 凸 性 ,我 们 以 在 #; 处 二 阶 守 
向 量 的 近似 值 ( 二 阶 差 商 的 二 售 ): 


2 /Sin—S Si 一 S- 
dd ( 二 7) 


———— 9 
titi— ti \iti™ tj 一 fi-! 


i=1,2,...,7— 1 (4.10) 
来 代替 PjG) 与 Pjj:G) 于 i 处 的 二 阶 导向 量 Pi(s; 十 0) 与 
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P/Q; — 0) : 四 

由 (4.7) 式 显 然 可 知 ， 旋 论 用 什么 方法 确定 a; (1 一 0，1， 
2,，…….，。7)， 由 (4.6) 式 所 表示 的 SG) 一 定 是 分 段 且 具有 一 阶 
光滑 度 的 弱 三 次 样 条 函数 ,按照 [61] 中 的 记号 、 我们 可 以 记 为 
S(t) € &;. 


依 上 面 说 明 , 并 注意 到 (4.8),(4.9) 和 (4.10) 式 ,我 们 有 
—4a; _ 2ai 一 pif0H 一 三 ) 一 OF tin), 
2ai 十 4ai rinlsin — 4) + 6F(4s 41) (4.11) 
j 一 0,1, nl : 


因为 和 4 是 边界 上 的 两 个 点 ,它们 处 的 二 阶 导 向 量 不 能 简 
单 地 用 (4.10) 式 来 计算 .我 们 建议 把 经 过 三 个 型 值 点 (1, 5.)， 
(1, S1),(t;, S$;) 的 二 次 插值 多 项 式 qt) 于 := i 处 的 三 阶 导数 
q; (to) 作为 mi 把 三 个 型 值 点 (2x02, Sy-2)， (tr Sn)， (in 
S$S,) 的 二 次 插值 多 项 式 q(t) 于 :一 +t， 处 的 二 阶 导数 gq; (1,) 作 
为 r,。 容 易 看 出 ,这 实际 上 等 价 于 取 : 


reo= rs YY» = ,te 
看 令 
a 一 (aa .an)T， 
已 一 [rn 一) 一 6 si) rlt — 10) 
+6flos sr 一 
一 6f(0 ii)，ro(tn 一 L171) 十 6 st)]， 
则 由 (4.11) 可 以 推 得 方程 组 : 
[4la=D, : (4.12) 
其 中 : 


* 为 了 保 由 性 ;实际 只 须要 求 P(t; 十 0) 与 P(tj 一 0) 均 和 mm 同 岗 ; - 
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和 4 
4 -2 0 
| 2 4 
[4 一 一 4 一 2 
| 0 2 4 
| 一 4 一 2 
2 4-. 


用 最 小 二 乘法 解 (4.12), 即 相当 于 求解 
[4]r[4]a 一 [41D， (4.13) 
其 中 [4]54] 为 三 对 角 的 对 角 占 优 和 矩阵 
| 20 16 | 
16 40 16 0 
轩 | 加 .0.0 z 
16 40 16 
0 16 203 
如 果 记 hi tn ts fn fxr, rin),t— 0,1,..*, 2—1, 


则 _. 
D=[A]D = (d,, 人 ci，， d, )’， 


dr 2h + 36F1, 

d; 一 (一 Zr ,+ 4r)h;, +t 36F; 1; +t (~—4r; + 2r;1)h; 
+ 36fiin, 1 一 1 2 7 一 1 

d, 一 (一 27r， 十 4ro)p 十 361。，，， 

用 追赶 法 或 者 其 它 方法 即 可 以 求 出 (4.13) 中 的 &， 比 如 退 赶 


法 求解 (4.13) ,可 得 
| Cy = 一 En, 
Gi odin tT js 1 一 0,1,..*,N— i, 


其 中 - 


—2 . 
(44 
Sr” 人 


ei 一 (di 一 16e ,)/(40 一 ‘0-1), 
1 = 1, 2 机 ，， 天 一 > 荐 。 


从 上 式 还 不 难看 出 :oj 可 以 写成 连 分 式 形式 - 


2 4 4 4 8 
Oj i . 
5 5 5 5 5 
1 一 1 个 


例 某 轿车 的 外 形 数据 为 
xr: 1.162 1.2 14 16 18 20 22 
y; 0.905 0.9475 1.09 1.155 1.19 1.20 1.19 
x 24 26 28 30 31 32 
y; 1.1675 1.135 1.077 0.99 0.9275 0.835 
用 此 处 算出 的 光滑 插值 法 算出 各 节点 处 一 阶 导 数值 为 


3 1.162 1 .2 1.4 1 .5 1,.8 : 2.0 2.2 


yy 1.205074 1.02549 0.456043 0.235314 0.113484 一 0.0065263 一 0.089356 


2 2.4 2 .6 2.8 3.0 3,1 3.2 
由 ”一 0.12946 一 0.21356 一 0.36165 一 0.52919 一 0,75599 1.09021 . ， , - 


于 是 此 处 由 (4.6) 式 即 得 曲线 的 分 段 表达 式 ， 为 说 明 其 精确 
度 ， 不 妨 考 虑 区 间 [1 4,1.8] 中 的 表达 式 , 它 是 


-ol Ja 


_ FE 
+ 0.456043(x 一 1.4) © - 二) 


+119(1 -2 ) (oe) 本 
0.4 0.4 


+ 0.113484(# 一 1.8) (< 二 4) 


潜在 。 一 1.6 处 的 值 为 (1.6) 一 1.157128， 与 原 给 定理 信 误 关 
“17* 


是 0.002。 


1.2， Coons 曲面 通 近 
考虑 曲面 


tx Ww) y= yu ww) 2 =u WwW), Ou,w el, 
它 也 可 写成 向 量 形式 | 
S(u, wv) = x(u, w)it+ y(u, w)Jjt zlu, w)k, 
z Ou wl (4.15) 
如 果 已 知 下 述 16 个 值 : 
S(0,0), S$,.(0,0), S$(0,1), SS,(0, 1), 
S.C0,0), Si(d,0), S,(0,1), Sl0,1), 


S(1,0), Ss(1l,0), S(1,1), S,(1, 1)， 4°10) 
Se(1,0), Sl, 0), Sl, 1), Sil, 1)。 
并 引进 记号 
FA(t) = 21 一 32 十 1 
F.( 一 ?> 
WW) (to 1) (4.17) 


G6/) 一 53 一 20， 
Gt) 一 2 一 1 
则 采用 乘积 型 远近 方法 ,不 难得 到 满足 插值 条 件 (4.16) 的 曲面 


Fo(w ) 
ep : | EC 
SC oo) ~ CPolw), Pln), Get), CA) LDI | 0 
. 0 4 
Gi(w ) 3 
(4.18) 
其 中 / 
Do Da ‘S(i, 1) SS,(i , 1) 
pI-(p D ) [Ds] = NS， se 1) ($39) 


事实 上 ,内需 具体 代入 验算 就 可 以 证 明了 。 (4.18) 就 是 一 个 曲面 

块 的 计算 公式 。 

”如 果 一 个 曲面 是 由 多 个 曲面 片 拼接 而 成 ， 则 该 曲面 的 表 这 式 
448° z 


也 可 以 相应 地 建立 如 下 
设 有 如 下 的 ww 平面 的 矩形 网 格 


#t 0 1， EH 
w= 0,1,...,m. 
整个 曲面 由 # x m 片 曲面 拼接 而 成 , 此 时 相应 于 (4.19) 中 的 
[D] 信息 和 矩阵 为 下 述 2(w 十 1) x 2(m 十 1) 和 矩阵 


[Dm] [Do] :** [Do,] 
[Bl] 一 [Dol [Du …、 [Dj {4.20) 


让 


. [D0] [D。]...[D,。] ， 
其 中 [Di 人 0,. :ss i 0,- “ “9 m) 如 (4.19) 所 示 ， 

为 给 出 整 块 曲面 的 表达 式 ,还 需 引进 记号 
1 io 二 li (0420 
其 中 
[x] 一 1 或 时 ， 

[x] 其 它 ， 
p(w)，4(w 闻 涩 别 为 X20x 十 D，1 X 2(m 十 1) 阶 姑 了 


-plu) 一 (pi(u), 人 机 oO， “3 punsn(#)), 和 [4:22) 
q(w) (qi(w), qdi(w),:: “9 qi(w), ”” ”9 ant ow ))» 轩 


其 中 对 任意 给 定 的 < 和 w。 先 按 (4.2 了 ) 算 出 i 和 ji。 则 plw) 和 
9(w) 各 分 量 的 定义 为 


[一 | 


0， 当 有 < 天:， 
Foa)， 当 一 i 
po 当 《 有 《一 1: 十 1，。 
Gola)， 当 《一 1 十 2， 
Ci(al)， 当 有 一 1 十 3， 
0， 当 克 记 > 十 3 
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0， 当 !<1， 
[pcp), 当 1] 
F,(8), 当 /一 1 十 1， 
PT Gg) YB Li+2, “423) 
[ep)， 当 / 一 1 十 3， 
1 当 【上 >>1 二 3， 
& 一 1,2, 221); 7 一 1 .22 十 1)3 
-am#— [lu]] 8=w—{[[w]]. (4.24) 
于 是 监 个 曲面 的 表达 式 可 写成 
0 之 Ww 帮 
SCu, w) = p(n) ， . g(w)7 (2 2,) (4.25) 


可 以 证 明 在 矩形 0<u<n, 0 之 ww 万 m 上 ， 曲 面 S (w， 
w) EC: (证 明 从 格 )，S (wx, w) 的 形 如 (4. 25) 的 曲面 表达 式 称 为 
Coons 曲面 (参见 文献 [51]). 
显然 ,为 求 得 "Coons 曲面 表达 式 ， 关 键 是 寻求 信息 矩阵 B 中 
的 各 个 元 素 . 
_ 求 信息 扎 阵 可 采用 广义 道 和 剖面 线 丙种 方法 . 
广义 逆 方 法 , 就 是 依据 所 给 的 型 值 条 件 列 出 (4.25) 所 对 应 的 
线 代数 方程 组 ,然后 用 广义 最 小 二 乘法 求解 之 。 
剖面 线 法 。 就 是 在 一 矩形 网 格 上 给 定 曲面 的 一 批 型 值 S(w， 
六 (i 0 ;了 一 0, 7)。 然 后 对 每 一 固定 的 wi(i 一 0， 
.72)，S(w。 w;) 作为 x 的 参数 型 曲线 ,可 以 用 前 段 光 滑 播 值 方 
法 而 得 到 各 个 S,(wi, wi)(i 一 0,…… ,2) 的 值 。 这 样 实际 已 求 得 
各 个 SC oh)G 一 0 23) 一 0……，1w) 的 值 。 同 样 地 ,对 
每 一 固定 的 wili 一 :0，.**, 2) 又 可 求 得 各 个 S$, ui, wi)(1 一 0， 
…, m) 的 值 .从 而 求 得 各 个 Ss(wis wi)(i 一 0 1 j 一 0,.…， 
m) 的 值 。 为 求 出 各 Suw(w;, w;)， 只 和 需 把 Su(w, w) 和 Sw,(w, w) 
作为 两 个 新 的 函数 向 量 而 重复 刚才 的 水 平 、 垂 直方 向 的 讨论 ,就 可 
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以 求 出 Swi, wi) 和 Swu ti, wi) (i = 0,. +1; jm 0 ,11 ), 
由 于 计算 中 误差 的 影响 ,Sww(wi, wi) 和 Sws(w;s wi) 可 能 不 相等 ， 
因此 可 以 取 其 平均 值 作为 Siwlwi,wi)(i 一 0, ,nn;j 一 0 ,1，*,1m) 
的 值 ， 将 这 些 S(w;， wj;)， Su wi, ww;) » Sw(ui, wj;) 和 Suw( ti, wj) 
什 代 入 (4.25) 的 信息 矩阵 [8B8] 中 ， 即 得 Coons 曲面 S(x, w) 的 


$ 2， 任意 剖 分 下 的 多 元 样 条 函数 


乘积 型 多 元 样 条 水 数 是 一 元 样 条 锯 数 的 简单 县 加 ，。 它 在 理论 
上 并 不 会 产生 新 的 本 质 困难 ， 在 方法 论 上 也 不 必 引 进 任 何 新 的 技 
巧 。 在 多 元 样 条 状 数 的 卫 究 ， 特 别 是 对 于 任意 章 分 下 多 元 样 条 于 
数 的 研究 中 ,代数 几何 是 十 分 有 效 的 一 类 工具 。 
“ 设 多 是 二 维 欧 氏 空间 到 上 一 个 单 连通 区 域 ， 用 有 限 条 曲 
线 对 区 域 红 进行 阐 分 T, 于 是 狗 被 剖 分 成 了 有 限 个 子 区 域 ( 见 图 
4.1)。 我 们 把 这 样 的 子 区 域 称 为 多 的 一 个 “ 胞 腔 ”"。 形 成 每 个 胞 腔 
边界 的 那些 线段 称 为 “网线” ,网线 交点 称 为 "网 点 "。 一 个 闭 胞 腔 
的 所 有 网 点 称 为 该 胞 腔 的 顶点 。 比 如 图 4.1 中 的 点 P, 80, R,S 和 
7 就 是 胞 胜 工 的 顶点 。 亲 一 网 线 两 端的 现 个 网 点 称 为 是 相 邻 网 
成， 若 一 网 后 是 区 域 乡 的 内 点 , 则 称 之 为 内 网 点 。 若 一 网 线 
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(两 端 土 的 网 点 可 以 例外 ) 全 部 含 于 多 的 内 部 。 则 称 之 为 “内 网 
线 ”"。 所 有 以 某 一 网 点 P 为 顶点 的 胞 盈 的 并 集 , 称 为 P 的 相对 于 部 
分 工 的 "关联 区 域 ”, 记 为 K(P, 了 了 )， 常 简 记 为 K(P). 

: 在 对 多 进行 了 齐 分 了 以 后 ,如 果 二 元 函数 z 一 S(x,y) 在 每 
一 个 上 胸腔 上 的 表达 式 都 是 二 元 《次 多 项 式 【每 个 胞 腔 上 其 体 多 项 
式 可 以 不 周 ): 

S(x,y) 一 之 ， ， cijx'y!,( 记 为 Sx, y) € Px), 
并 且 该 函数 z 王 5(x,y) 在 多 上 具有 阶 连 续 的 偏 导 数 ， 即 
$(*,y) EC 多), 则 称 z 一 SGz 7y) 为 《%, 4) 次 桩 条 函数 。 所 
有 : (&，p) 次 样 条 函数 的 集合 记 为 58( 田 ，T)， 简 记 为 S%， 当 
ua 一 《 一 1 时 ,特别 把 吐 区 20, 了) 记 为 Wk > 了 ) 或 54， 称 为 
k 次 笠 条 图 数 。 
若 样 驼 函数 S(x,y) € 5S% 于 某 一 网 点 了 的 关联 区 域 K(P) 上 
处 处 为 同一 不 次 多 项 式 , 则 说 该 样 条 函数 S(x,y) 于 K(P) 处 是 
“ 晓 化 ”的 。 车 S(x, y) 于 所 有 网 点 的 关联 区 域 上 尼 为 晓 化 的 : 则 
称 为 “总 体 晓 化 ”的 样 条 函数 。 只 要 S(x,y) 非 总 体 昭 化 ， 则 称 
S(x,y) 是 非 虹 化 的 ， 
和 一 元 样 条 函数 本 质 不 同 的 是 ， 对 剖 分 工 来 说 , 非 晓 化 的 
S (2 ,了 ) 并 不 一 定 总 是 存在 的 。 因此 对 于 多 元 样 条 函数 来 说 ， 
首先 应 该 搞 清 剖 分 T 和 多 元 样 条 函数 存在 性 之 间 的 关系 。 文献 
161] 较 完全 地 解决 了 这 个 理论 问题 ， 
先 引 进 两 个 引 理 : 
引 理 1 设 p(x,y)€ Pi， 若 一 次 多 项 式 
Ix,y)—=ar+by+e (e+ 0) . 
的 基 #5 个 零点 (xi,y)(i 于 1，……,n;# 之 尺 二 1) 也 是 P(x,y) 
的 零点 , 则 p(x ,yy) 可 被 (x,y) 所 整除 。 即 存在 多 项 式 4(x*,y)E€ 
Ex 使 得 
p(x,y) 一 上 xz，7y) q(x, y). (4.26) 
证 明 因为 a, 5 不 全 为 0, 故 不 妨 假 定 5 关 0. 今 将 p(x， 
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y) 按 ? 的 降 寡 次 序 整理 为 由 
bz，?) a(x tT ry 十 十 ak-iCx7y tt a), 
其 中 aj(x) (7 一 0,… 4) 为 x 的 j 次 多 项 式 。 以 一 次 多 项 式 
lx,y) 除 p(x*,，y)， 得 到 | 
z plx,y) 一 人 (zy) q(x,y) + rx), (4.27) 
其 中 4(x,y) EPi-1， 余 式 r(x) 为 * 的 次 数 不 超 过 的 多 项 式 ， 
以 (ri, (i = 1,.…,n) 代 人 (2.2), 再 由 3 引 理 所 设 条 和 件 ,有 
r(xi) = 0, 7=—= 1 (4.28) 
,由 于 5 了 关 0， 所 以 xi 关 xj(i 产 1)。 于 是 (4,28) 说 明 rlx) 有 
个 互 异 的 零点 ,从 而 7 (x) 三 0。 于 是 从 (4.27) 即 知 (4.26) 成 立 
证 毕 ， : | 
作为 引 理 1 的 推广 ,有 
引 理 2 设 p(x,y)€ Pi, g(x, y) EP,, 且 jz， y) 是 一 不 
可 约 代数 多 项 式 , 若 p(x,y) 与 4(x,y) 有 多 于 km 个 的 公共 零 
点 , 则 | plx, y) 可 被 49(x， y) 所 整除 . 即 有 r(x, y) € Pi_m, 使 得 
p(+*,y) = 9(x,y): r(x, y). (4.29) 
事实 上 引 理 2 是 Bezout 定理 中 的 推论 。 因 为 Bezout 定理 
指出 ,只 要 p(x, y) 与 4(x,y) 有 多 于 km 个 公共 零点 ; 则 p(x,y) 
与 94(x，y) 必定 有 公 因 子 存在 。 但 4(x*, y) 不 可 约 , 从 而 4(x, y) 
是 它们 的 公 因 子 , 亦 邑 4(r, y) 是 p(x,y) 的 一 个 因子 .证 毕 . 
必须 指出 ,此 处 所 说 的 不 可 约 代数 曲线 :1(x,y) 一 0, 均 指 
ix,y) 为 实 系数 不 可 约 代 数 多 项 式 者 ， 上 且 然 ， 通 常 的 直线 上 zx， 
y) 一 oz 十 by 十 < 一 0 (2 十 天 一 0) 也 是 这 样 的 一 条 不 可 约 代 
数 曲 线 。 单位 贺 x 十 六 一 1 一 0 也 是 这 样 的 一 条 不 可 约 代数 曲 
线 , 等 等 . z 
定理 3su 设 z 一 S(x,y) 在 相 邻 两 胞 腕 多, 和 多) 上 的 表 
达 式 分 别 为 & 次 多 项 式 
z prsy) 和 = 一 pz, y), 
为 使 S(x,y) EC*(B UD)), 必须 且 只 须 存在 多 项 式 Ta， 六 € 
了 -werroo ， 使 得 
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pi(xsy) — p(x, y) = [lx, y)]"t! . q(x, y), 《4.30) | 
其 中 Ts 为 D, 与 2, 的 一 全 类 认 风 线 站 
li(x, y) = 0, ' (4.31) 
面 且 Vi(x, y) €P,. 四 
证 明 设 站 为 指定 的 正 整 数 (0 委 #ws 安 kj/c-0. 因为 
S(z, 7y) € C"( 留 ;U 多;) ;特别 地 5(x，y) 于 Ti 上 连续 。 从 而 
n(x*,y) = P(x, 7y) 一 PCx; 2 于 了 上 等 了 0， 由 引 理 2, 存在 
qi(x ，y) € Pt_， 使 得 
(zy) 一 加 (zy) 一 矶 [xy) 一 Dr y) qx, y), (4.32) 
其 中 oa 为 (x,y) 的 次 数 ， 又 根据 w(x,y) 于 Ti 上 一 阶 偏 导 
数 为 零 的 性 质 可 知 


0 (x 一 (2% rt x 
Bx nl | Bx is , 7) + qi( 9 ) 
x 一 0， 
Or /1rii 
(4.33) 
3 = (99 .7 (rz yy) 
O07 ri . (人 7( . + qx, ”) 
x | 一 0. 
0 
由 tx, 中 的 不 可 约 性 和 Bezout | 
i grad lij(x y) Ir, 关 0. 
从 (4.33) 即 可 推 知 
ai(z， Jr 一 一 0 
再 次 利用 引 悍 2 ， 知 有 g(r， y) € Pr_20 使 


q(x, y) = li(x, y) qa(x, yy) (4.34) 

将 式 (4.34) 代 人 (4.32), 得 到 i 

(xs) = P(x, y) — Pr, y) 一 [zy)] .4q(zy 7). (4.35) 

再 逐次 利用 S(x,y) 于 多 ;VU 多 ;上 的 二 阶 , 三 阶 一 直到 4% 阶 偏 导 
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数 的 连续 性 ,可 最 后 得 到 
nx, y) = P(x, y) — Pr, y) = [li(x, y)]t!.: qi(x, y), 
(4.36) 
其 中 qij(x,y)€ Pi_wut+ro， 定 理 证 毕 . 
由 定理 3 的 (4.30) 显 然 可 推 得 
推论 4 县 部分 了 的 内 闪 线 为 PT -… rw， 它们 的 次 数 
依次 为 ,12，: .为 使 S(x,y)€ 22，7) 存 企 , 整 数 太 和 
“之 问 必须 满足 关系 区 
《之 (ez 十 1).: min (2 932,.** , Nw), (4.37) 
推论 4 指出 , 在 给 定 剖 分 下 和 欲 使 z 一 5(x,y) 具有 w* 阶 光滑 
度 , 分 片 多 项 式 的 次 数 角 不得 低 于 (pg 十 1) .min(pas zz) 
有 反之 , 当 分 片 多 项 式 的 次 数 冯 给 定 以 后 , 样 条 计 数 > 一 S(x*,7Y) 的 
光滑 度 & 不 会 超过 一 1 十 X/min(n, 12,-……, nn). 
指出 样 条 函数 类 Sk( 多 ,TT) 中 整数 衣 和 5 的 这 种 关系 ,对 于 
在 实际 问题 中 构造 多 元 样 条 函数 有 一 定 的 指导 意义 。 比 如 当 用 直 
线 作 剖 分 网 线 时 (相当 于 一 攻 一 … 一 nw 一 1 的 情况 ), 可 想 
在 有 限 元 法 中 构造 上 共有 一 阶 光 滑 度 的 模型 函数 ( 即 4 一 1),(4.37) 
式 指出 分 片 多 项 式 的 次 数 不 得 小 于 2。 等 等 . 
定理 3 中 由 (4.30) 式 给 出 的 多 项 式 因 子 4;;(x, 》) 称 为 内 网 线 
rT 上 的 “ 光 背 余 因 子 ”" 中 ， 它 存在 , 亦 即 指 (4.30) 式 成 立 ， 
定理 3 指出 了 多 元 样 条 函数 S(x,y)€ SK( 急 ,7T) 这 个 分 片 
解析 的 水 数 在 各 胞 腔 上 的 表达 式 具有 一 种 延 拓 性 质 : 两 相 邻 胞 腔 
的 表达 式 之 间 只 相差 一 个 修正 项 (如 (4.30) 式 所 示 )。 那 么 ,这 种 
由 (4.30) 式 所 刻 划 的 延 拓 性 质 是 否 就 是 多 元 样 条 函数 的 全 部 结构 
特征 昵 ? 如 果 在 剖 分 T 下 存在 内 网 点 的 话 ， 则 只 有 这 种 延 拓 性 质 
就 不 够 了 . 为 了 给 出 多 元 样 条 削 数 的 全 部 结构 特征 ， 此 处 还 须 作 
些 准备 。 
如 果 两 胞 腔 多 与 杀 ); 是 相 邻 的 , 则 其 公共 内 网 线 记 为 Ti;: 
二 ji(*,y) 一 0. 若 它 们 有 两 条 以 上 的 公共 内 网 线 , 则 分 别 于 5 
右上 方 标 以 记号 ;如 TP, 了 绍 等 等 ， 


。 125« 


因为 同一 条 内 网 线 Ty 的 方程 既 可 写成 内 (x, y) 一 0, 又 可 写 
成 一 li(x，y) 一 0。 为 讨论 方便 ,在 整个 讨论 过 程 中 ,每 条 内 网 线 


定 
Tr; = Ts; li(x, y) 一 Ca， y). (4.38) 

由 (4.30) 式 可 知 Tw 上 的 光滑 余 因子 与 my 上 的 光滑 余 因 子 有 
下 列 关 系 式 


， 设 4 为 任 一 给 定 的 内 网 点 。 今 按 下 述 方法 将 所 有 过 4 点 的 内 
网 线 {Ti} 中 各 个 i, fj 的 顺序 作 如 下 调整 : 使 当 一 动 点 以 4 为 心 
按 逆 时 针 方向 转动 而 越过 T;; 时 ,恰好 从 纪 ; 跨 入 开 1。(4.40) 

” 设 4 为 一 内 网 点 ,定义 于 4 点 的 “协调 条 件 为 

5alli(xs I q(x y) = 0 (4.41) 
其 中 34 表示 对 一 切 以 内 网 点 4 为 端点 的 内 网 线 所 求 的 和 ， 而 
qi(*，》) 是 按 (4.40) 调 整 后 的 I; 所 对 应 的 区 消 余 因子 。 

设 将 所 有 内 网 点 烈 出 为 41, 43、* ,Aw， 双 : 

Fali(xs I gi(x, y) = 0,7— 1,2,..., M, (4.42) 
称 为 “整体 协调 条 件 ”， 其 中 对 每 个 内 网 点 4。 的 协调 条 件 中 各 
qi(x, y) 符合 (4.41) 中 所 作 的 说 明 。 

下 太 定 理 给 出 了 多 元 样 条 函数 的 本 质 特征 . 

定理 5" 对 给 定 部 分 了 ， 存 在 多 元 样 条 函数 S(x,y) € 
SE( 急 ,T), 必须 且 只 须 SC(x, ?7) 在 每 一 内 网 线 上 均 有 一 光滑 余 因 
子 存 在 ,并 且 满 足 整体 协调 条 件 (4.42)。 进 一 步 ， 欲 使 5S(x, y) 是 
非 晓 化 的 多 元 样 条 函数 ， 必 须 且 只 须 在 上 述 条 件 外 再 要 求 有 非 零 
的 光滑 余 因 子 存 在 。 和 

证 明 : 先 证 必要 性 。 设 存在 S(x,y)e Sf( 级 ,7), 于 是 由 定 
理 3, 对 每 条 内 网 线 T 来 说 ,多 元 祥 条 函数 S(x,y)e Sf( 多 ,7) 的 
光滑 余 因 子 存 在 。 如 果 对 应 于 章 分 了 工 来 说 ,没有 内 网 点 存在 , 则 必 
要 性 证 完 。 车 假定 剖 分 T 有 内 网 点 存在 ， 比 如 4 是 一 个 内 网 点 。 
设 其 关联 区 域 K(4) 内 的 胞 膛 为 〈 按 逆 时 针 方 向 顺序 排列 ) Di,， 


和 i126 ? 


的 表达 式 员 取 定 一 种 形式 ,而 且 自 始 至 终 不 予 改变 。 并 且 我 们 规 


gi(x, y) = yn 让 (4.39) 


图 4.2 


D;,.…,D,( 如 图 4.2 所 示 )， 车 记 多 元 样 条 函数 z= 一 $(x,y》) 在 
gD, (ji 一 1, 2,-……。+) 上 的 表达 式 为 # 一 Pj(x,)， (x, 7) € D;. 
则 由 定理 3 的 《4.30) 式 , 应 有 
px, 9) — px,y) = [h(x, 7y) +! qr(x, y), 
Pls, 7) — P(x*, 7) = [la(x, yy) . qaulrx, y), . 
: | (4.43) 
本 y) 一 px, DE 
其 中 q(x，y) 为 了 i; 的 光滑 余 因 子 。 将 (4.43) 式 中 各 式 左 、 右 两 端 
分 别 相 加 ,得 到 协调 条 件 
Zalli(x, y+: qx, 7) 0. 
由 于 4 的 任意 性 ， 必要 性 证 完 。 
再 证 充分 性 。 设 SC(x, 》) 于 每 一 内 网 线 上 均 有 一 光滑 因子 存 
在 。 则 根据 定理 3 可 知 于 每 两 邻 胞 腔 的 并 集 .上 S(x,y) 都 是 具有 
£ 阶 连续 偏 导数 。 这 样 , 若 相 应 齐 分 了 来 说 ,内 网 点 不 存在 ， 则 由 
定理 条 件 和 定理 3 可 知 函 数 S(x,y)€ 35K( 纪 ,7T) 已 可 保证 。 下 
面 就 章 分 了 有 内 网 点 存在 的 情况 来 证 明 . 
. 照 图 4.2 所 示 的 内 网 点 4 为 例 , 先 来 证 明 
S(x,y)E€E C(K(A)). 
由 前 段 的 说 明 可 知 在 K 中 任意 两 相 邻 胸腔 的 并 集 上 孙 数 Ss(z, y) 
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均 有 w 阶 的 连续 偏 导 数 。 所 以 唯一 需要 证 明 的 力 是 S(x,y) 在 
K(4) 的 各 胞 腔 上 表达 式 之 间 协 调 性 (唯一 性 )。 今 设 S(x,y) 于 
D, 上 的 表达 式 为 
= 一 piD(x,y). 
则 由 定理 3, > 次 利用 光滑 余 因 子 的 定义 (4.30) ,可 再 次 推 得 S(x， 
y) 在 D, 上 的 表达 式 z 一 p(x,y) 如 下 : 
p(x,)) pr, 9) lr, 7) Tt. q(x, y), 
pax»)) = px, y) + [la(r, 7)]t + qa(x, y), (4.44) 
px, yy) p(x, yy) 十 上 (zy)] g(x, 7). 
把 上 述 各 式 左 , 右 两 边 分 别 相 加 ,可 得 
pr (x, y) px, y) + Ballixr, 7) qitx, y). (4.45) 
由 于 S(x,y》) 于 4 后 满足 协调 条 件 , 于 是 (4.45) 右 端 第 二 项 
为 0, 即 : z 
z p(x,y) = pV(x,y). (4.46) 
总 之 ,在 各 内 网 点 处 协调 条 件 满足 的 情况 下 ( 即 满足 疾 体 协 谢 
条 件 ) ;函数 x 一 S(x,y) 于 各 个 内 网 点 的 关联 区 域 上 的 表达 式 总 
是 单 值 (协调 ) 的 。 因 此 为 最 后 完成 定理 5 的 充分 性 证 明 ， 显 然 只 
需 证 明 于 任意 两 相 邻 内 网 点 4 和 五 的 关联 区 域 的 并 集 上 函数 > = 
S(x,y》) 也 是 单 值 ( 协 调 ) 的 就 够 了 .不 妨 设 4 和 B 如 图 4.3 所 示 . 由 
于 K(4) 和 天 (83) 上 函数 z 一 5(x,y》) 分 别 是 单 值 的 ,所 以 5S(x， 
y) 在 交集 K(A)N 人 NK(B) 上 (图 4.3 的 阴影 部 分 ) 也 是 单 值 的 。 并 
目 无 论 从 K(4) 或 K(B) 去 看 K(A4)NNK(B8) 中 两 胞 腔 上 隙 数 
z -S(x,y》) 的 表达 式 总 是 相同 的 。 过 8 的 内 网线 , 按 前 面 的 约定 
记 为 Tn, Ta : : 
从 K(B) 的 角度 去 看 , * 一 S(x,y》) 于 D, 上 的 表达 式 为 


一】 . 
P(X, y) 一 >) [iii(X, y )] “ qitwi(X, y) 十 h(x, y)，, 
一 | 
(4.47) 


其 中 pi(x, y) 为 S(x， 》) 于 D, 上 的 表达 式 ， li , y) = 0 为 
Tinys(i 一 1 “3 一 1) 的 方程 式 ， Gitin(X» y) 为 Fir 上 的 光滑 


as 上 2 香 


余 因 子 . | 
又 从 K(A) 的 角度 去 看 , z 一 S(x,Y) 于 D, 上 的 表达 式 为 
B(x, ») = [lx 7 qulx, 7) + plx, y), (4.48) 
其 中 以 (x,y) 一 0 为 Ts 的 方程 式 , 而 Yo(xzy 7y) 为 其 光滑 余 因 子 . 
按 (4.39) 可 知 qu(r，y) 一 一 ga(xz,y)， 于 是 (4.48) 又 可 改写 
为 
入 (z，7y) 生 一 [ia(xrsy)] gn(x,y) + plr, y). (4.49) 
今 将 (4.47) 和 (4.49) 左 、 右 两 边 分 别 相 减 ,可 得 
P(x,y)C— psx, 》) 三 2 [px VOTt .gryi(x, $y) 
+ [lx 7) qn(x, y). (4.50) 
注意 到 (4.50) 式 右 端 恰 好 是 内 网 点 8 处 的 协调 条 件 方 程 左 端 ， 
而 其 理应 恒 等 于 0， 是 故 
p(x, y) = (x, y). 
即 S(x,y) 于 K(A4)UK(B) 上 也 是 单 值 的 。 定理 5 的 充分 性 证 
pA : 
至 于 定理 5 后 一 部 分 关于 非 晓 化 多 元 样 条 函数 存在 性 条 件 的 
汪 明 那 是 显然 的 。 事 实 上 ,由 光滑 余 因 子 的 定义 可 知 , 只 要 内 网 线 
Tr 上 的 光滑 余 因 子 不 恒 等 于 0, 则 在 以 了 为 公共 网 线 的 相 邻 两 胞 
腔 上 , 样 条 函数 = 一 S(x,y) 便 不 会 恒 等 。 也 即 S(x,y》) 是 非 蜡 
化 的 。 至 此 定理 5 全 部 证 完 . 
若 闭 区 域 多 的 边界 由 一 些 不 可 约 代数 曲线 所 组 成 。 我 们 并 
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以 这 些 不 可 约 代 数 曲 线 作 为 对 整个 平面 R? 的 一 些 剖 分 内 网 线 . 它 
们 连同 原来 对 绍 的 剖 分 了 一 起 ， 构 成 了 对 R? 的 一 个 剖 分 TT. 
此 时 R’ 一 红 也 是 一 个 胞 腔 。 我 们 把 这 种 剖 分 称 为 “整体 剖 分 ”， 
而 记 之 为 工 . 
和 定理 5 完全 类 似 地 ,有 
定理 6 对 整体 剖 分 ,存在 S(x,y)€ SK(R, 开 ), 必须 且 
只 须 对 每 一 条 网 线 , 函 数 z 一 5(x,y) 均 有 一 光滑 余 因 子 存在 ,并 
且 满 足 整 体 协调 条 件 
34 [ii(zsy)]o g(r, y) = 0, 
2 一 1,. 2 、 NM， (4.51) 
其 中 4, 取 遍 一 切 网 点 。 进 而 ， 欲 使 非 晓 化 的 多 元 样 条 函数 S(x， 
y)€ SCR2:, 于 ) 存在， 必须 且 只 \ 须 在 上 述 条 件 外 再 加 上 具有 非 夫 
光滑 余 因 子 的 网 线 存在 的 条 件 . 
因为 对 于 整 休 判 分 示 来 说 ,所 有 的 网 点 都 是 内 网 点 , 于 是 科 
下 的 证 明 就 和 定理 5 一 模 一 样 了 ， 
因为 xy 平面 上 任 一 条 直线 
了 .1 (xy)= 王 ax 十 0 十 cc 一 0. 
显然 是 一 条 不 可 约 代数 曲线 。 所 以 对 于 以 直线 段 作 为 网 线 的 剖 分 
来 说 ,定理 3 一 6 都 是 成 立 的 。 为 在 有 限 元 法 中 应 用 方便 起 见 , 特 
将 它们 前 两 个 类 似 的 结论 列 如 下 : i 
定理 75 设 s 一 S(x,y) 在 相 邻 胞 腔 多 ; 和 多 ;上 的 表达 
式 分 别 为 & 次 多 项 式 > 一 p(x,y) 和 z 一 pj(x,》)， 为 使 S(x,y) 
€ C*( 妇 ;UU 多 i), 必须 上 且 只 须 存在 多 项 式 gj(*,y)e Pt_。_i， 使 得 
pi(x,y)C— pi(x, 》) 一 [li;(x, y)]*+!. qi(x， y), (4.52) 
其 中 Ts;sbi(x ,>) =aux by 十 c， 一 0 为 煞 , 与 HD, 的 公共 内 次 
统 / 
定理 8 对 给 定 前 分 从、 存在 多 元 样 条 函数 S(x,y) € 
St(2 ,T), 必须 且 只 须 S(x,y) 在 每 一 内 网 线 上 均 有 一 光 消 余 因 
子 存在 ,并 且 满 足 整 体 协调 条 件 
3L [1ii(xzsy)]“t + qi(x,y) = 0, (4.53) i 
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其 中 4, 取 遍 一 切 内 两 点 , Tyy: lx 了) 三 ajyx 十 by 二 ci 二 0 
为 过 4, 的 内 网 线 , qi(x， 7) € Hw 为 了 i; 上 的 光滑 余 因 子 . 

上 述 一 些 定 理 可 用 以 分 析 若 干 多 元 样 条 函数 的 存在 性 .所 得 
结论 对 于 解数 学 物理 问题 的 有 限 元 法 中 模型 函数 的 构造 是 有 益 
命题 9 对 一 般 的 三 角 章 分 来 说 ， 非 晓 化 的 多 元 样 条 函数 

SGr:y)e Si 不 一 定 总 存在 。 

事实 上， 对 于 图 4.4 
所 示 的 三 角形 4BC 的 剖 Y 
分 来 说 ,过 内 网 点 ?的 : 
三 条 内 网 线 为 

Ti: xz 一 1 一 0， 

1 一 0 Co, 1 
Ts: 27 一 1 一 1. 

设 S(z。 7y) 于 Ta, Ty 


上 的 光滑 余 因子 分 别 为 ”路 -一 小- x 
Cns C3 和 cs 则 整体 协 图 4,4 
调 条 件 为 


cnx 1 + coy — x cay —1)=0. (4.54) 
按 多 项 式 恒 等 条 件 ,(4.54) 左 端 关 于 l1,x,)》， x aX) 以 及 入 的 各 系 
数 应 为 0, 此 即 z 


(7 一 ca 一 0， 
| 一 人 一 0， 
2c» = 0， (4.55) 
,Ca 十 ca 一 0， 
一 2ca 一 0， 


Ca Ca = 0 。 
显然 (4.55) 只 有 零 解 . 


Ca ™— Ca = Ca ™™ 0. 


从 而 命题 9 成立. z z 
命题 9 说明 ,在 应 用 有 限 元 法 时 ,要 得 到 C! 类 中 的 模型 函数 ， 


be 。 


划 对 应 于 三 角形 判 分 中 的 各 胞 腔 (三 角形 ) 上 多 项 式 次 数 必 须 大 于 
等 于 3( 除 非特 殊 剖 分 )。 四 
命题 10“” 对 一 般 的 三 角形 痢 分 来 说 , 具有 边界 约束 的 非 旷 
化 样 条 函数 S(z。y)e 5 不 总 存在 ， 
设 区 域 D 为 图 4.5 所 
示 的 三 角形 408。 对 其 
作 如 图 4.5 的 章 分 T， 于 
.是 其 剖 分 线 为 
Ty:y》= 0, 
Tr.xr—0, 
Ts: XX— y= 0, 


0 Toi A(1,0) ~ PT» = To: 
x 十》 一 1 一 0. 
假定 边界 约束 条 件 为 
S(x,y》) 于 三 角形 40B 区 域外 恒 等 于 0。 于 是 该 间 题 相当 于 一 个 
整体 剖 分 下 的 多 元 样 条 函数 S(x,y) 的 存在 性 问题 。 由 定理 6， 
该 多 元 样 条 函数 S(x,y) 在 网 点 4 处 ,应 该 满足 协调 条 件 
(x 二 yo 1)(6,+ bx + bay 十 px + bry + 55y°) 
二 + y(a0 tarwt ay + ar + ary + 4sy’) 
= 0。 (4.56) 
其 中 qu(x,y)= a 十 ax tay + asr’ + dry + asy?, 
q(x, 7) = 6 tt br 二 by br Tt bry + bsy’ 
分 别 为 ra 和 Te 上 的 光 请 余 因 子 . 
整理 (4.56) 式 左 端 可 得 
bo + (bi 26)7 + (by — 26)Y + (bs — 26.)x’ 
+ (b+ 26, — 2b, — 26,)xy 
十 (goo 二 bb 20) 二 (6 — 26) 7 
十 (已 十 25 — 26, 一 22)x27 
+ (gai 十 十 26 一 26 — 26)x7 + (a + bi — 26)Y 
十 六 二 (如 二 263)x 十 (十 妃 十 妃 寺 26)x 
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十 (ce, 十 六 十 2p)x 人 十 (ca 十 六) 入 三 0。 
令 其 各 系数 为 0, 并 求解 之 ,得 到 
bb b=0, 
2 一 一 ;5, di— 2b;, a = 2b;, (4.57) 
Ad; 一 一 2 ， a 一 一 265，605 一 一 205。 
这 说 明 为 使 在 4 处 满足 协调 条 件 ,必须 
9o(x，?) 一 05 ， 
dor(xr ?7) 一 一 bs(x 十 y — 1). 
根据 约束 条 件 及 光滑 余 因 子 的 定义 , s 一 S(x,y) 于 胞 腔 D, 处 的 
表达 式 为 : 


(4.58) 


Plx,y) = oy (x+ty—1). 
对 B 点 处 协调 条 件 的 分 析 可 知 z 一 S(x,y) 于 D; 处 的 表达 式 为 

p(x,y)—= cx (x y—1). 
由 定理 3, P(x,y) 一 p(x,y》) 应 能 被 (x 一 y》 所 整除 。 从 而 推 
出 by 一 cx 能 被 (z 一 y》 所 整除 ,于 是 必 有 

2 一 cc 一 0， 

从 而 = 一 S(z, y) 是 一 个 处 处 恒 等 0 的 晓 化 多 元 样 条 函数 。 故 命 
题 10 成 立 . 

命题 10 说 明 , 若 DD 的 边界 具有 约束 条 件 ( 如 边界 条 件 等 ) ,要 
想 对 任意 三 角形 剖 分 得 到 属于 C! 类 的 模型 函数 ,分 片 多 项 式 的 次 
数 一 般 要 在 5 阶 以 上 ， 除 非 对 三 角 剖 分 加 以 特殊 选择 。 从 这 种 意 
义 上 解释 有 限 元 中 A，Zenisgktt 关于 上 的 结果 也 就 比较 自然 
了 。 本 文 作 者 之 一 兽 在 [66] 中 讨论 了 在 特殊 三 角 齐 分 下 ,二 元 四 
次 样 条 函数 插值 问题 以 及 其 在 有 限 元 中 的 应 用 。 

设 对 区 域 D 进行 的 剖 分 工 是 这 样 的 剖 分 ， 其 所 有 内 网 线 为 一 
些 贯穿 区 域 DD 的 直线 切割 而 成 ;如 图 4.6 所 示 , 则 称 章 分 了 为 “ 贯 
穿 剖 分 ”对 于 这 类 剖 分 来 说 ,多 元 样 条 函数 的 存在 狂 问 题 就 比较 
简单 了 . 
定理 11c 只 要 剖 分 工 是 贯穿 剖 分 , 则 非 赔 化 的 多 元 样 条 函 
数 S(x,y)€ se( 鳃 ,7T)( 三 wz 十 1) 恒 存在 。 
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事实 上 ， 只 须 对 由 同一 条 直线 切割 产生 的 所 有 内 网 线 、 如 
图 4.6 中 有 mm, mm，m nr 和 任意 规定 同一 个 非 零 多 项 式 
4(x,》) € Pi_。_,( 符 号 正 \、 负 交错 ) 为 它们 的 光滑 余 因 子 。 而 且 对 
某 一 任意 指定 的 胞 腔 D,， 任 意 给 定 z = 二 5(x，y) 的 表达 式 为 
z= p(x,y) EP. 
则 由 此 而 确定 的 z 一 S(x,y) 必 为 SK( 多 , T) 上 的 样 亲 函数 。 因 
为 按 这 种 规定 ,每 一 内 网 线 上 均 有 光滑 余 因 子 存在 ,所 以 为 证 定理 
11 关键 是 检验 各 内 点 处 协调 条 件 是 否 满足 。 如 图 4.6 中 的 内 网 点 
4, 由 贯穿 前 分 的 定义 ， 过 4 的 内 网 线 必 有 偶数 条 ,而 且 按 光滑 余 
因子 的 取 法 , 具 同 一 表达 式 的 内 网 线 之 光滑 余 因 子 正好 反 号 ,是 故 
K(4) 上 的 协调 条 件 得 以 满足 。 最 后 根据 定理 5 即 知 定理 11 成 
立 。 
注意 到 通常 的 矩形 剖 分 力 是 一 种 特定 的 贯穿 剖 分 ， 因 此 作为 
定理 11 的 直接 推论 ,有 : 

推论 12" 在 矩形 剖 分 下 , 非 赔 化 的 多 元 样 条 函数 

z= S(x,y)E SE(D, T) (KEL+ 1) 

恒 存 在 。 

由 此 可 知 ， 对 于 气 形 剖 分 TT 来 说 ， 非 赔 化 的 多 元 样 条 函数 
z 一 SC)y)eSi( 2 ,7T) 但 存在 。 这 和 三 角形 剖 分 时 的 命题 9 是 
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不 同 的 .。 从 这 种 意义 上 讲 ,矩形 剖 分 也 有 其 一 定 的 优点 。 

下 面 定理 说 明 在 给 定 & 的 前 提 下 ,只 要 把 & 取得 适当 大 ,总 存 
在 多 元 样 条 函数 SCz,，y)e SG 7). 

定理 134 任意 给 定 非 负 整数 gp, 无 论 对 区 域 多 进行 怎样 
的 剖 分 了 ， 总 可 以 找到 适当 大 的 正 整 数 《。 使 得 非 阅 化 的 多 元 桩 
条 阔 数 z 一 S(x,y)€ SC , 7) 存在。 z 

事实 上 :对 任 一 剖 分 了 ， 任 一 内 网 点 4 的 苏 调 条 件 形 如 

Ballis(x, yt g(x, y) = 10, (4.59) 

其 中 Ti: li(x,y) 二 0 为 过 4 的 内 出 线 ,qi(*, 7) Px-_n-t 为 其 
相应 的 光滑 余 因 子 。 

由 (4.59) 决 定 的 是 一 个 关于 glx, 》) 各 系数 的 齐 次 线 代 数 方 
程 组 .车 过 4 的 内 网 线 有 N(N 之 2) 条 ， 则 该 齐 次 线 代数 方程 组 
的 未 知 数 个 数 为 


M— TN: (一 AD 一 4 十 1D， 


而 方程 个 数 为 


M"' = 《+ 1)(4 十 2). 


所 以 只 要 下 适当 大 ,就 必然 可 使 M > M'. 于 是 该 齐 次 线性 方程 
组 必 有 非 零 解 存在 . 

定理 13 实际 上 从 分 析 协 调 条 件 出 发 引出 了 J. M. Shahto 的 
相应 结论 . z 

显然 ,如 果 区 域 多 是 一 个 被 打 有 若干 “ 洞 ”的 复 连 通 区 域 , 则 
本 节 中 的 结论 照样 成 立 ， 只 须 把 所 有 这 些 “ 洞 视 为 剖 分 工 的 内 点 
即 可 .例如 可 以 同样 定义 在 每 个 “ 洞 ” 处 的 协调 条 件 (参见 (4.41))， 
相应 的 整体 协调 条 件 (参照 (4.42) 式 ) ,并 将 其 中 点 列 di，.……。4w 
理解 为 不 仅 包含 所 有 内 网 点 ， 而 且 也 包含 所 有 这 些 “ 洞 ? 即 可 .这 
梯 一 来 ,定理 5 将 照样 成 立 ， 
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$ 3、 多 元 样 条 函数 的 表现 定理 


前 节 定 理 3 实际 上 指出 了 多 元 样 条 函数 的 逐 片 开拓 性 质 ， 这 
种 性 质 使 得 我 们 十 分 便于 给 出 多 元 样 条 函数 的 表现 形式 。 

设 区 域 红 被 剖 分 工分 成 有 限 个 胞 腔 

Al As ,AN, 

今 于 其 中 选 定 一 个 胞 腔 为 “ 源 胞 腔 ”, 璧 如 设 A, 为 源 胞 腔 。 从 源 胞 
腔 A， 出 发 , 画 一 流向 图 ,使 流 线 C 满足 下 列 条 件 : 

1° CC 流 遍 所 有 胞 腔 各 一 次 ; 

2° C 不 允许 穿 过 各 网 点 ; 

3° C 穿 过 每 条 内 网 线 的 次 数 不 多 于 1. 

需要 指出 的 是 , 流 线 C 人 允许 有 分 支出 现 , 即 所 画 流向 图 并 不 
要 求 是 “一 笔画 ”"。 图 4.7 给 出 了 示意 图 . 


定义 14” 流 线 C 所 经 过 的 内 网 线 称 为 相应 于 C 的 本 性 内 
网 线 , 其 它 内 网 线 称 为 相应 于 流 线 C 的 可 去 内 网 线 ， 
显然 所 亩 本 性 内 网 线 和 可 去 内 网 线 均 与 流 线 C 的 选取 有 关 ， 
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而 流 线 C 的 选择 是 不 唯一 的 ,因而 本 性 内 网 线 与 可 去 内 网 线 只 是 
一 个 相对 概念 ， 
定义 15 设 C 为 给 定 的 流 线 , Di: lis(x,y) 一 0 为 C 的 任 
一 条 本 性 内 网 线 。 将 从 源 胞 腔 出 发 , 沿 流 线 C 前 进 时 , 只 有 越过 
TD; 以 后 才 可 能 到 达 的 所 有 闭 胞 腔 的 并 集 记 为 U(T)。 将 从 源 胞 
腔 出 发 , 沿 流 线 C 前 进 时 ,在 越过 Ti; 之 前 所 经 各 闭 胞 腔 的 并 集 记 
为 U(T5)。 我 们 称 U(T) 一 U(T5) 为 了 i 的 "前方 ” ,i 为 f(Tiy): 
fT) = U(TS) — U(T5). (4.60) 
定义 16 设 Tij: L(x,》) 一 0 为 相应 于 流 线 C 的 任意 本 
性 内 网 线 。 定 义 多 元 非 乘 积 型 截断 多 项 式 为 
[Cr py) flii(x, 7)]”， 当 (x, y)€ 4,(T,), 
0” 10, 当 (x, JY)E DD —1(T). 
(4.61) 
”显然 ， 此 处 定义 的 多 元 非 乘 积 型 截断 多 项 式 [iij(x,y)]* 是 
一 元 截断 多 项 式 的 一 种 十 分 自然 的 推广 。 并 且 反 过 来 又 可 以 加 强 
一 元 截断 多 项 式 的 直观 形象 。 
定理 17% Sf( 急 ,7T) 中 的 任 一 样 条 函数 S(x,y》) 均 可 唯一 
地 表示 为 
S(x, 7) 一 DY 2》) + Sellis(r, 7) stgi(x, 7), 
| (x,))€ DD, (4.62) 
其 中 p(x yy) < P 为 S(x,y》) 于 源 胞 腔 上 的 表达 式 ,2c 表示 对 所 有 
本 性 内 网 线 求 和 ,而 且 当 C 越过 了; 时 恰好 从 D; 跨 入 Ds。 qij(x*， 
?) 为 Ti;: ixzyy) 一 0 上 的 光 请 余 因子 ， 
定理 17 的 证 明 是 不 难 的 。 事 实 上 :, 当 (xz。y) 是 源 胞 腔 中 的 点 
时 , 按 截 断 多 项 式 的 定义 ,(4.62) 式 成 立 。 当 (xzx,，7y) 属于 其 它 任意 
给 定 的 胞 腔 D, 时 , 按 截断 多 项 式 的 定义 , 在 (4.62) 式 右 端的 截断 
多 项 式 中 只 有 从 源 胞 腔 出 发 须 流 线 C 到 该 点 (xz,y) 所 在 胞 腔 而 
必须 经 过 的 那些 本 性 内 网 线 的 截断 多 项 式 可 能 不 为 零 外 ， 其 它 的 
均 为 0。 于 是 由 定理 3 所 揭示 的 延 拓 性 质 可 知 (4.62) 式 恰好 成 立 。 
网 而 表现 形式 (4.62) 于 多 上 处 处 成 立 ， 
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表示 式 (4.62) 中 任意 给 定 p(x, y) 和 各 4;;(x, 7), 由 此 而 得 
到 的 函数 5(x,y) 是 否 一 定 是 S 久 纪 , 了) 中 的 多 元 样 条 函数 呢 ， 
因为 所 得 函数 不 一 定 满足 整体 协调 条 件 , 所 以 上 述 S(x,，》) 不 一 
定 属于 Sf( 纪 ,7T). 内 有 当 这 样 给 定 的 p(x,y) 和 各 qi;(x，》) 所 
决定 的 ( 按 (4.62)) 函 数 z 一 S(x,y) 满足 定理 5 的 条 人 ， S(x,y) 
放 属 于 SG， 了) 
如 果 对 相应 于 流 线 C 的 所 有 可 去 内 网 线 ry: le, 》) 一 0 ， 
也 定义 其 截断 多 项 式 ,并 且 恒 取 
[Liz y)]# 二 0, (x, 7y)6 . (4.63) 
于 是 定理 17 又 可 改写 为 下 述 定理 : 
定理 18! 5%( 纪 ,7T) 中 的 任 一 样 条 函数 S(x,y》) 均 可 唯一 
地 表现 为 
S(x,y) = px, y) + Echli(x, 7y)]YTg(x, )， 
(x ,YY)EW, (4.64) 
其 中 3 为 对 一 切 内 网 线 Ti: bij(x,y) 一 0 所 求 的 和 ,相应 截断 多 
项 式 的 定义 由 (4.61) 和 (4.63) 式 给 出 ,而 p(x，y》) 与 诸 Yi(x。y) 的 
意义 同 定理 17。 
综合 定理 18 和 定理 5， 可 以 建立 如 下 定理 19。 
定理 19564 对 于 给 定 的 齐 分 工 和 确定 的 流 线 C， 多 元 沪 数 
z 一 S(x,y) 是 SC 多 ，7) 中 的 样 条 国 数 ， 必 须 且 只 须 ( 64) 式 


与 整体 协调 条 件 (4.42) 式 同时 被 福 足 : 
S(x, y) = 一 p(x, y) 十 Scllis(x,.y) st ” i;(X, y)， 
z (x, yy)E WD, (4.65) 


34 lx 9) qi(x, 7) = 0,: 
其 中 4, 取 遍 所 有 内 网 点 . 

.下面 讨论 矩形 章 分 下 多 元 样 条 函数 类 SS 和 5 内 函数 xz 一 
S(x,y) 的 表现 间 题 .如 所 知 ,三 次 样 条 函数 有 很 强 的 实际 背景 , 然 
而 对 于 二 元 乘积 型 双 三 次 样 条 曲面 来 说 , 任 一 个 既 不 平行 于 X02 
平面 、 又 不 平行 于 YOZ 平面 去 截 它 ， 所 得 截 线 (是 一 元 样 条 函 
数 ) 一 般 却 是 分 段 为 六 次 的 了 。 这 当然 是 不 理想 的 。 对 于 我 们 这 
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昌 引 进 的 多 元 非 攻 积 型 样 条 函数 类 3: 与 8 来 说 ,这 样 的 问题 就 不 
存在 了 。 四 

设 对 单 连通 的 有 界 闭 区 域 多 进行 网 线 平 行 于 两 坐标 轴 的 矩 
形 章 分 了 (如 图 4.8 所 示 )。 今 任 取 一 内 网 点 4。 设 过 4 的 四 条 内 
网 线 分 别 为 


1 = Ty: xX+— X= 0, 


(4.66) 


Ty», = Ty y—y= 0. 


图 4.8 
多 元 样 条 函数 类 5!( 多 ,T) 于 4 点 处 的 协调 条 件 为 
(xz 一 2 六 (ex 十 六 十 <) 十 (asx 十 Day 十 ci 
+ (yO— yi)'[(ex 十 By 十 7,) 
t+ (mr thy+t7.)] = 10, (4.67) 
其 中 qx 十 Diy 十 cos ax 十 by 十 C3 oz 十 By 十 7 和 mx 十 
py 十 7 分 别 为 Pu Tay Ta 和 Ts， 上 的 光 背 余 因 子 . 
于 (4.67) 式 中 若 令 ee 一 十 ai 一 六 十 六 < 一 5c 十 cs 
二 ap 一 记 十 by 一 7 十 Yi 则 (4.67) 化 为 
(er 十 by 十 c)(Gz 一 2 六 十 (ar tpyt7r)(y— yy) 0 
(4.68) 
由 此 即 得 线性 方程 组 
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ix 十 7 地 一 10， 
laxi 一 2cxi TF omy; = 0， 
bxi + pyi — 27y; = 0, 
“5 一 2ax， 一 0， 

Bx, 二 ay; 一 0， 

7 — 28y; 一 0， 

ZE 一 0 一 xx 一 一 0. 


解 之 即 得 
42 一 0 一 (一 wx 一 0 一 7 一 0. 


从 而 
mT (4.69) 
Wm = rT 
这 说 明 T。 与 Ps 的 光滑 余 因 子 恰好 相差 一 个 符号 。 完全 类 似 . 
Fa 与 了 的 光 消 余 因 子 也 恰好 只 相差 一 个 符号 。 
设 矩 形 剖 分 工 由 下 述 两 纂 直线 组 成 : 


(4.70 ) 


nA 
TT 

由 多 元 样 条 函数 的 表现 定理 17 和 18 不 难 推 得 : 

定理 20“” 在 由 (4.70) 给 出 的 和 矩形 剖 分 了 下 ， 多 元 样 条 吸 数 


S(x,y) 是 3 多 ,7) 中 的 桩 条 函数 ,必须 且 只 须 函数 S(x, y) 有 
下 述 表 现 式 
S(r, y) 一 户 (x， y) 十 之 ， (ax 十 biy 十 Ci) — +)+ 


十 SD (gx ot biy +t ci)(x CO— xz) 


二 


四 号 
十 2 (wix + Biy tT TON — + 


十 2 Curt Biy tr7i)(y — yi), 
1 


(4.71) 
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其 中 pl(x、y) 是 S(x,y) 于 某 源 胞 腔 
PiCt(r， y)ir Er Er ys Ey Eysn) 
上 的 表达 式 , 而 x+ 一 max {x, 0}. 
按司 样 的 分 析 方 法 可 以 推 得 
定理 21 在 由 (4.70) 给 出 的 矩形 章 分 了 工 下 ,多 元 函数 S(x， 
y) 是 5 多, 了 ) 中 的 样 条 水 数 ， 必须 县 只 须 函数 S(x,y) 有 下 述 
表 运 式 


S(x,y) = p(x*, y) 十 > Ci(x: — x)# 


十 总 x- ™ Xj) 


iwmwy + 1 


十 bp3 ci 一 了 3) 


一 


m 


+ 之 ciy— 71), (4.72) 


其 中 p(x*, y) 与 ou 的 意义 同 定理 20， 

由 (4.71) 和 (4.72) 给 出 的 撼 形 剖 分 下 多 元 样 条 函数 类 S'( 急 ， 
T) 和 3S$:( 氏 ,7T) 的 表达 式 并 不 比 一 元 样 条 函数 的 表达 式 复杂 多 
少 。 它 为 矩形 剖 分 下 样 条 函数 的 理论 分 析 提 供 了 方便 。 

有 了 本 节 给 出 的 多 元 样 条 函数 的 一 般 表 达 式 ， 人 们 就 可 以 进 
一 步 考虑 任意 剖 分 下 多 元 样 条 函数 插值 ,最 佳 逼近 ,高 维 数值 积分 
以 及 其 它 一 些 有 关 的 理论 和 应 用 问题 。 


$ 4. 多 元 样 条 函数 的 插值 问题 


上 节 中 给 出 了 多 元 样 条 函数 类 sf( 22， 了) 的 表现 定理 .它们 
为 我 们 讨论 多 元 样 条 函数 的 插值 问题 提供 了 依据 . 

下 面 我 们 从 (4.65) 式 出 发 来 研究 多 元 样 条 函数 插值 问题 , 此 
处 仅 讨论 直线 剖 分 的 情况 ， 
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对 于 给 定 区 域 氏 的 确定 章 分 了 ,因为 任 一 样 条 函数 SCx， 
y) € S%( 够 ，T) 均 可 用 (4.65 ) 式 来 表示 、 为 讨论 方便 特 把 所 有 内 
网 线 编 上 号 ,而 重新 排列 为 | 
h(x,y) 一 0。 h(x,y) = 0,..*, ln(x, y) = 0, 
-因为 对 应 于 Ty: U(x，y) 一 0 的 光滑 余 因 子 4:(x, y) 是 Pk-w-i 中 
的 多 项 式 , 所 以 如 果 记 


7Y 十 2 
2(7] 一 ， ) 4.73) 
则 9;(z, y) 中 系数 共 dl 一 4 一 1) 个。 将 它们 按 顺 序 排 成 向 量 
Q; — (9,9, 4 ), (4.74) 
并 形成 ma(* 一 一 1) 维 向 量 

Q = (Q, Q,.…, Q»)". (4.75) 

于 是 整体 协调 条 件 (4.42) 可 化 成 如 下 的 齐 次 线性 方程 组 
[8]:Q-—0，, (4.76) 


其 中 逢 阵 {B] 中 各 元 素 由 各 [1(x, 7] 展开 式 的 系数 组 成 . 
按 前 面 说 明 , 可 以 把 (4. 65) 式 中 的 第 一 个 表达 式 写成 ， 


SG Dp + BD DPI qi(x, y). (4.77) 


3 入 记号 
XD ,xy ys Yi) 
W(x, y) = (XY, XV,...»X*), | 
W(x, y) = (Lh(x, y)]* "XX"™, (4.78) 
(x, yy) 人 
liar, y) It XK ), 
Wx, y) = (W(x, y), W(xr, y)). 
于 是 (4.77) 式 可 写成 


S(x,y)— W (x, (0) | 


—— W(x, y): P+ W,(r,y): Q, (4.79) 
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其 中 P 为 p(x,y) 系数 作成 的 列 向 量 : 
: p(x y) = Xe 已 A 《4.80 ) 
这 样 一 来 ,(4.65) 式 可 化 为 下 述 带 约束 条 件 的 线性 表达 式 


Te y) 一 多 (xz y) P+ W(x, y) Q， 
[iB] Q=0O. 


设 和 矩阵 [8] 的 秩 数 为 r, 则 (4.81) 第 二 式 所 示 的 齐 次 线性 方 
程 组 解 空间 的 维 数 为 ， 
一 加 .dd(R 一 有 一 1) 一 7 
取 定 它 的 一 组 基础 解 系 
人， 9 人 1， 
则 任 一 满足 (4.81) 第 二 式 的 解 Q 必 可 囊 为 
QQ 一 ogg 十 aog 十 …: 士 okg9i， (4.82) 
其 中 Oi 0 "°°", 为 实数 。 和 0 
以 (4.82) 代 入 (4.81) 即 得 到 z 
S(x,y) = Wi(zx, y)P+ (Wo,(zr, y)qg.»: W(x, y)q:»***， 
W(x, y)q1): a, (4.83) 
其 中 @ 一 (ci oz …，ca) 。 
从 以 上 分 析 可 知 , 下 述 定理 和 命题 成 立 ， 
定理 22'” 为 使 S(x,y)€ 5S%( 多 ,T), 必须 旦 只 须 PP 和 a 
使 得 (4.83 ) 式 成 立 。 | 
命题 236%3 二 元 样 条 函数 空间 S4 多 , 7) 的 维 数 为 
dim SE( 2 ,7) =- )+ nm( “~ ! ) 一 >， (4.84) 
其 中 m 是 内 网 线 数 。 为 由 浆 体 协调 条 人 所 确定 的 线性 方程 组 
《4.76) 中 系数 矩阵 [3] 的 秩 数 . 
采用 这 个 基本 的 维 数 公式 ， 可 以 计 算出 各 和 特定 样 条 空间 的 
维 数 ,并 为 讨论 它们 的 基 沙 数 提供 了 方便 。 
按照 定理 22 ,多 元 样 条 玖 数 岳 信 间 题 可 转化 为 寻求 天 和 ec， 
使 得 S(*，y) 满足 所 给 插值 条 件 的 问题 。 而 这 个 问题 正 是 一 个 基 
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本 的 线性 代数 问题 。 

为 行文 方便 , 记 和 A 一 ( 的 一 设 
is 2 “9 A 是 一 些 疆 定 的 线性 算 于 ， 它们 之 间 不 必 排 除 
相等 的 可 能 性 。 它 们 可 以 是 各 种 各 样 的 线性 算 子 。 如 一 般 恒 等 算 
子 

2 S(x, y) 专 S(x,y); 
各 种 微分 算 子 


Slx, y) 二 BiB Sz, y); 


积分 线性 小 函 数 
S(x,y) 一 | p(x, y)S(x, y)dxdy, 
其 中 权 函 数 p(x, y) 满足 条 件 
p(x, 7y) 之 0，(x， 7y)te6DD， 


ee aray > 0. 


等 等 。 


对 于 给 定 的 插值 节 点 
i (si) jls2s es A, (4.85) 
考虑 插值 间 题 | | 
iS(ris HF) = 1 = 1,2,.... AA. (4.86) 


其 中 sy，za。  ……，zA 为 一 组 给 定 的 实 常 数 , 并 且 当 4: 7 时 ,并 不 
一 定 要 求 
Fis (tis Yi) (Xi, i), (4.87) 
即 可 以 在 同一 点 (xi, yi) 处 要 求 满足 若干 阶 候 导数 的 插值 条 件 ,或 
者 在 不 同 点 要 求 满足 相同 阶 侦 寻 数 的 插值 条 件 等 等 。 

在 文献 [62] 中 建立 了 多 元 样 条 插值 的 基本 定理 : 

定理 24 为 使 对 任意 给 定 的 xz， ……，sa 0 言 插 值 同 丸 
(4.85),(4.86) 均 有 唯一 解 存在 ,必须 且 只 须 


® 44 人 


0 = det 站 
LE Wr LE Wx pg A Wx, y1) 9. 
LE Wx) Ls W(x, yq LE 1 W(x,, yi)9 | 
红 Wxasya) LE AW ra yA) LE Wx, yA)g. 
= 0。 . (4.88) 
事实 上 ,因为 对 任意 给 定 的 右 端 m。 zi, - ……， za 而 言 ， 插 值 问 
题 (4.85),(4.86) 均 有 唯一 解 存在 ， 这 等 价 于 相应 齐 次 线性 方程 组 
只 有 堆 解 ,而 由 线 代 数 方程 组 理论 可 知 ,这 又 等 价 于 (4.88) 式 成 立 . 
从 表面 上 看 去 ,条件 (4.88) 似 乎 依赖 于 基础 解 系 9，9:，……， 
qi 的 特定 选择 。 这 里 我 们 必须 指出 。(4.88) 式 成 立 与 否 是 和 基础 
解 系 的 选取 无 关 的 。 事实 上 ,当选 择 另 一 组 基础 解 系 9，9，……， 
gj 时， 与 (4.88) 相 对 应 的 乍 阵 的 后 1 列 同 原 和 矩阵 的 后 2 列 之 间 是 
可 以 相互 表示 的 ,因为 gi, 9 9 和 9 9 9 都 是 (4.76) 
的 解 空间 的 基底 ,于 是 它们 同时 添加 第 一 列 
(YY W(x, yi), W(x,, 72) ， ”” ,W(x,, ya))” 


以 后 所 得 矩阵 的 秩 数 是 相同 的 。 即 (4.88) 式 成 立 与 否 ， 不 受 9 
91，*…， 4 的 特定 选择 的 影响 。 

这 样 一 来 ,定理 24 还 可 陈述 为 ; 

定理 25'4， 为 使 对 任意 给 定 的 z1, xz， …，ga 而 言 插值 问题 
(4.85) (4.86) 均 有 唯一 解 存 在 ， 必 须 且 只 须 存在 (4.76) 的 某 基 础 
解 系 9，9:，…，9a， 使 得 (4.88) 式 成 立 。 

进一步 可 以 根据 线 代数 方程 组 的 具体 求解 方法 建立 

定理 26 当 (4.88) 式 满足 时 ,插值 间 题 (4.85)，(4.86) 的 解 
S(x,y) 可 以 从 下 述 行列 式 方 程 解 出 
S(x,y), W(x, y), W.,(x, y)g':, “i W(x,y)q | 


下 


gat a Wxasya), SE a W(xs, ya) qi “* , ,W(x,, ya jg 
= 《4.89 ) 
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4( 帮 ) 
SCza 六 一 之 站 ‘Wi:, 尹 


十 p33 WwW, (x, y) * qi， (4.90) 


其 中 5i(1 一 1 , 1) 为 以 (zi1， 2 ”9 ZA) 7 葵 换 (4.88) 去 . 
efi 第， 十 4() 列 所 得 行列 式 的 (一 1)2400 1 倍 ， 
(i= 1, 2 dk)) 为 网 (zi，zsz，- “xzA) 7 替代 (4. 88) 中 的 行 
列 式 的 第 ; 列 所 得 行 列 式 ( 一 1) 站 信 , 而 Wi?(x,y) 为 Wi(x,y) 
的 第 i 个 分 量 。 
定理 24 至 定理 26 从 理论 上 解决 了 任意 剖 分 下 ， 多 元 样 条 消 
数 的 插值 问题 。 在 整个 讨论 过 程 中 ， 还 给 出 了 多 元 样 条 搬 信 的 时 
一 般 的 计算 步骤 和 计算 公式 ， 
直面 给 出 了 两 个 具体 计算 实例 . 
例 1 设 区 域 忆 为 由 图 4.9 所 示 的 三 角形 和信 123，。 图 上 各 点 
1(1, 0)，2(0, 1), 3(—1, _1), : 
4(1/2, 1/2), 5(2/3, 1/3), 6(0, 1/2), 
7(0, 0), 8(—1/3, 1/3), 9(1/3, —1/3), 
10C—1/2, 0), 11C0, —1/2), 12(1/3, 1/3). 
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A 一 4d(3) 十 34(1) 一 7 一 12 对 于 给 定 的 函数 z 一 x'yy， 在 
图 4.9 所 示 的 剖 分 工 下 ,和 欲 构 造 S(x,y) € 5 狗 。7)， 使 得 
SCxr， y)lis = xy lin, :1,2,...,12. (4.91) 


由 定理 24 和 25, 算得 . 
S(x, y) = 一 p(x, y) 十 2 [lj(x, y) 1 。 9i(x， y)， (4.92) : 


其 中 


p(x) 一 一 0.092593x 一 0.092593x’ 十 0.38889xy 
十 0.96295x; 一 1.6111xy 十 0.037075y’，, 
q(x,y) = — 0.77778x 十 0.111117。 
qx, 7) 一 ”一 0.111117， 
q(x, y) 一 一 0.77778x 十 1.606677。 四 
例 2 设 区 域 刀 为 图 4.10 所 示 的 正六 边 形 ， 其 中 各 点 坐标 为 
yi 


图 4.10 
0(0, 0)， 1(1, 0)， 
-一 一 
2 (二 V 三 (- 上 V3 
2” 2/ 2” 2 /， 
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4( 一 1, 0)，5( 一 2 一 V3), 
人 


对 其 上 定义 的 S( 包 ,7) 中 的 函数 给 予 强制 协调 条 件 。 即 要 
求 T， {ss ts! 45 1 es 于 的 光 请 余 因 子 丙 两 只 《相差 一 个 符号 ， 播 
”， 值 条 件 为 
SC0， 0 ) 一 一 1， 
过 SUxi， yi;) 一 Dy SCxi， y:;) = 一 S(x;, y;) 一 0， 


上 一 1.2，3。4。5，6.。 
我 们 用 上 述 方法 ， 算 得 满足 如 上 插值 条 件 的 祥 条 函数 SCr,，y) # 
SSGO .7 了 ) 为 
， S(x, y) = p(x, y) + {li(x, y)]» — [li(x, y) 1] (xz， y) 
+ {lr, y)]s — [ls(x, y)]4}4(x, y) 


士 {Lilx, y)]* 一 [is(x, y) 79x, y), 
其 中 


p(x y) = 1+0.31807 x 10™x — 0.23285 x 10™’y 
一 3.0000x: — 2.3095xy 一 4.3335yr 
十 7.0000x: 十 2.3095x'y 十 1.9999xy 
一 2.3096y: 

为 S(x,y) 于 三 角形 106 上 的 表达 式 , 而 

q(xsy) = 0.26182 x 10 zx 十 3.0795y 十 2.0008， 

q(x» y) 一 一 0.66665x + 0.38489y 一 0.66668， 

di(x。，y) 一 0.66668x 十 0.38489y 一 0.66668. 


$ 5、 高 维 样 条 函数 与 参数 型 样 条 函数 


鉴于 一 般 z 维 样 条 限 数 (n 4) 与 三 维 样 条 函数 之 间 已 无 任 
何 实 质 性 差别 ,此 处 仪 就 三 维 样 条 函数 陈述 之 。 其 所 有 结 未 都 可 


志高 帮 和 和 


以 毫 无 困难 地 推广 至 更 高 维 空间 的 人 情况 。 
设 多 为 三 维 空间 Rs 上 的 一 个 有 界 闭 区 域 . 用 有 限 块 平面 
x: ax tby+ ez+d=)0, 
对 区 域 多 作 前 分 T， 如 图 4.11 所 示 。 于 是 多 被 剖 分 为 有 限 个 
胞 腔 多 ,， 氏 ;，…， 幼 。。 它们 是 含 于 红 中 的 三 维 小 区 域 ( 立 
体 )， 各 剖 分 面 x* 被 相互 切割 成 一 些 平面 多 边 形 或 曲面 多 边 形 等 
等 。 这 些 平面 图 形 , 如 图 4.11 中 的 阴影 部 分 等 统称 为 了 的 剖面 . 


图 4:11 


设 4 一 S(x,y, z) 是 定义 于 多 ”二 的 具有 和 阶 连 续 信 导 数 的 
函数 ,其 在 各 个 胞 腔 氏 i( 一 1, 2,…, m) 上 分 别 为 三 维 的 = 次 
多 项 式 


pi(xs, ys 3) DD) camryz’, (4.93) 


， Dao +B 二 + 了 吉州 

则 称 4 一 S(x,y, z) 是 一 个 定义 于 多 上 的 三 维 样 条 函数 , 记 为 
t= S(x,y, 2) E St(D ,TT). 

为 叙述 方便 起 见 , 记 形 如 (4.93) 的 多 项 式 的 集合 为 P。。 

定理 27 设 多 项 式 p(*,y, z)e P, 于 剖面 

x: axrx toy tresz+d=0 

上 处 处 为 0, 则 p(x, yz) 必 可 被 I(x,y,z) 一 ax 十 by 十 cstd 
所 整除 , 即 有 多 项 式 94(x,y, sz)e Pw, 使 
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bb(xz。y。z) 一 I(x, y, 2)* 4(*, y, 2). (4.94) 
证 明 ”因为 (a,4,c)" 0, 不妨 假 定 c 冯 0， 今 把 p(x,y， 
zs) 按 z 的 降 宪 顺序 排列 为 
Pplx, ys 2) = polxs y)* 2 + p(x y) 2 + 
+ poi(xs y)z 十 po(zs D> 
其 中 pi(x, y) 为 zy 的 次 数 委 :的 多 项 式 (i 一 0, 1,-…,n)。 以 


zs ys 2) 2c (s 二 和 十 各 yy 二 万 ) 对 多 zs yz) 作 芝 余 除 


法 ,得 到 
p(x ys 2) = I(x, y, 2): 9(x, y, 2) 十 ra(t, y), (4.95) 
其 中 4(x,y; 2) € Pa， 而 ra(x,y) 为 二 元 xn 次 多 项 式 。 
< 关 0， 所 以 x 在 xoy 平面 的 投影 面 的 面积 不 为 零 . 于 是 由 定理 
的 条 件 和 (4.95) 式 可 知 rs(x,y) 在 xoy 平面 的 某 一 面积 不 为 0" 的 
区 域 上 恒 为 0. -从 而 多 项 式 ra(x, y) 0， 定 理 27 得 证 . 
反复 利用 定理 27, 可 证 得 z 
定理 28 设 函 数 x 一 S(x,y, sx) 于 相 邻 两 胞 腔 多 ;， 多 ; 
处 的 表达 式 分 别 为 p(x，y, x), p(x， ys z)。 为 使 x 一 S(x,y,z) 
于 急 ,U 多 ;上 具有 所 阶 连 续 偏 导数 ,必须 且 只 须 存 在 9jj(x, y) € 
P。_4_1, 使 
pi(xs yy 2) — pilxs ys 2) = [li(x, ys xs)]tti . q(x,'y, 2), 
| (4.96) 
其 中 改 j; lj(x*，y,2) 一 0 为 急 ; 与 钨 ;的 公共 内 剖面 . 
(4.96) 式 中 的 多 项 式 .49j(x, y, z) 称 为 内 剖面 mi 的 光滑 余 因 
” 子 . 显然 mw 的 表达 式 既 可 取 为 i(x,y,z) 一 0, 也 可 取 为 一 li(x， 
y， x) 一 0， 但 此 处 约定 在 整个 讨论 过 程 中 ww 表达 式 只 取 定 一 种 
而 不 予 更 改 。 并 且 我 们 还 约定 rw 和 mw; 的 表达 式 相同 ,都 是 
lj(x, ys 2) lx, ys 2) 一 0 于 是 由 (4.96) 知 I 
qi(x+, y, 2) = 一 qii(x, y» 5) 一 0. (4.97) 
我们 称 两 相交 剖面 的 交 线 为 楼 。 含 于 饮 内 部 的 楼 (两 端 可 
例外 ) 称 为 内 楼 。 凡 以 某 内 楼 为 其 一 楼 的 所 有 胞 腔 的 并 集 称 为 该 
<“ 13589。， 


图 4.12 


内 楼 的 关联 区 域 。 图 4.12 所 示 的 区 域 即 为 内 楼 4B 的 关联 区 域 . 
对 于 48 的 关联 区 域 来 说 , 以 B4 为 轴 , 按 右手 系 (图 4.12 季 

头 所 指 ) 可 以 确定 各 有 关 胞 腔 的 一 个 顺序 。 因为 这 个 顺序 恰好 与 

按 4B 为 轴 的 右手 系 确定 的 顺序 相反 ,所 以 在 整个 讨论 中 ,对 每 条 

内 楼 只 规定 一 个 旋转 方向 而 自始至终 不 予 改变 . / 
今 对 过 48 的 一 切 内 剖面 {xii} 中 各 i, i 的 顺序 作 如 下 调整 : 

使 动 点 按 事 先 确定 的 右手 系 方向 旋转 时 , 总 是 自 多 i 跨 入 多 
内 楼 4B 的 关联 区 域 上 的 协调 条 件 为 


之 [Di(x， ys 2) tte gai(zy ys 2) 0 (4.98) 


其 中 之 表示 对 一 切 含 4B 的 内 剖面 所 求 之 和 ，。 而 i qi(Cx, ys 2) 


是 按 上 述 所 说 明 调整 后 的 ri ; 所 对 应 的 光滑 余 因 子 。 

作 了 上 述 准备 以 后 ， 高 维 样 条 函数 的 一 些 理论 就 和 二 元 样 条 
滔 数 完全 类 似 了 。 高 维 样 条 涵 数 的 结构 特征 如 下 述 

定理 29 2， 对 于 给 定 的 剖 分 ,为 使 ww 一 S(x, y, 2z) € 
St( 妇 ,了 ), 必须 且 只 人 须 S(x,y,z) 在 每 块 内 章 面 上 尼 有 一 光 请 
余 因 子 存在 ， 并 且 于 每 条 内 楼 的 关联 区 域 上 满足 相应 的 协调 条 件 
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(4.98), 
这 个 定理 的 证 明 类 似 于 定理 5 的 证 明 , 这 里 不 再 叙述 
下 面 给 出 高 维 样 条 函数 的 表达 式 。 设 氏 被 工 剖 分 成 攻 个 胞 
全 
.AN 2 Si 


于 其 中 任 选 一 个 ,比如 多, 作为 源 胞 往 。 从 源 胞 腔 出 发 , 画 一 流向 
图 ,使 流 线 C 满足 : z 

1° C 流 遍 所 有 胞 腔 各 一 次 ; 

2° ( 不 人 允许 罕 过 各 条 楼 和 网 点 。 只 允许 从 内 剖面 的 内 部 字 
过 ; 

3° C 穿 过 每 块 内 剖面 的 次 数 不 多 于 1, 即 也 可 能 一 次 也 不 穿 
过 。 

对 于 给 定 的 流 线 C 来 说 ,其 所 穿 过 的 内 剖面 称 为 C 的 本 性 
内 剖面 ,其 余 内 剖面 称 为 C 的 可 去 内 剖面 。 

. 设 邮 :ji(x, 力 一 0 为 C 的 任 一 块 本 性 内 剖面 。 我 们 把 从 源 
胞 腔 出 发 , 沿 C 前 进 时 , 只 有 越过 rw 以 后 才能 到 达 的 一 切 闭 胞 腔 
的 并 集 记 为 V( 态 ); 把 C 无 须 越过 mr 即 可 到 达 的 各 闭 胞 腔 的 并 
集 记 为 V( 巧 )， 并 称 
| z f(z) 一 了 (rt) — V5) (4.99) 
为 zi 的 “前方” 

对 C 的 任 一 本 性 内 剖面 zjy: iij(x,y，2) 一 0， 定义 其 截断 

Lls(xs y, 2)]1% 

_ 人 人， y，z)]， 当 《xz，7，s)6E frii), 
0，, 当 (r, ys 2)€ DC— (rx). : 

由 定理 28 和 29 所 指出 的 高 维 样 条 了 学 数 的 延 枯 性 质 以 及 截断 
多 项 式 的 定义 (4.100), 优 定理 17 的 证 月 ,可 得 到 

定理 30i 3(G ,7 了 ) 中 的 任 一 高 维 样 条 函数 S(x,y、z) 均 
可 唯一 地 表示 为 
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(4.100) 


S(x,ys 2) on p(x Ys) z 
+ Scilis(xr,y, s)]tt. g(ts ys), (4.101) 


其 中 p{ x, y» 名】 cP, 为 S(X, ys 之 ) 于 源 胞 腔 中 的 表达 式 ， > ce 表 


示 对 C 的 一 切 本 性 内 剖面 所 求 之 和 ,并 且 当 C 越过 六 时 恰好 
是 从 多 ; 跨 人 多 i;, 而 94i(x，y,，z) 为 zii: li(x,，y,#) 一 0 上 的 
光滑 余 因 子 . 

综合 定理 29 和 30 还 可 得 到 

定理 31'% 对 于 给 定 的 剖 分 和 确定 的 流 线 C， 函 数 S(x， 
y, z) 是 S4 红 ,了 ) 中 的 高 维 样 条 函数 ,必须 且 只 须 S(x,y, z) 可 
以 表现 为 (4.101) 式 的 形式 , 并 且 在 每 条 内 楼 上 满足 相应 的 协调 条 
件 (4.98) 式 . 

同样 ,由 于 有 了 定理 30 和 31, 我 们 也 可 以 进一步 考虑 高 维 样 
条 播 值 问题 。 由 于 这 些 结论 和 推导 已 经 和 二 元 样 条 插值 的 有 关 问 
题 没有 什么 本 质 差 别 了 ,故此 处 不 拟 列 出 。 读 者 可 以 自己 列 出 来 . 
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-第 五 章 ”多 元 非 线 性 台 近 


本 章 将 介绍 多 元 非 线性 通 近 的 一 些 理论 和 方法 。 它 们 都 是 比 
较 近 代 的 结果 ， 


$1，. 非 线性 此 qeGFImee 逼近 


， 设 8 是 一 紧 到 Hausdoff 空间 . C(B) 是 由 好 3 上海 续 实 下 
复 函 数 f(x) 所 组 成 的 线性 空间 ,其 中 范 数 为 : 
I sup I(x)|. 


“ Meinardus 和 Schwedttgl 曾经 提出 下 述 到 过 问题 设 4 是 一 
人数 抹 合 。 : 
= {ue, +) = ulacl|o € CCCg)， 
对 大 光 反 定 的 国明 帮 x)e C() 欲求 uw(a, x) EV, 使 
[efle] ~ f= min. 
亦 即使 f 与 萎 的 距离 尽 可 能 地 小 。 定义 最 小 偏差 为 
ps(f) = inf jlzfe] 一 用 ， 


并 称 满足 le* 一 逢 = ps(f) 的 wu* 一 wla*1ETV 为 1 于 V 中 的 最 
佳 下 近 或 最 小 解 . : 

对 给 定 的 消 数 f(x)e C( 吕 )， 定义 

S(g, Pp, x+) — Re{(u(a,x) — f(x)) 
Xx(u(a, x) — u(6, +))}. (5.1) 
关于 ps(f) 的 下 和 弄 有 
定理 1 设 对 于 ace4, 存在 四 的 一 个 团子 集 锚 ,使 得 对 一 切 
pe A, 有 

min {S(e, bs, 7x) < 0, (5.2) 
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ww! | ， 

anD> > min luke, #) — (| = 0 

证 明 如果 假定 pv(1) < 。, 则 存在 一 个 pe 4， 使 
oO < lutel Ho 

特别 对 于 ze 多 有 

lu(@, x) — f(x)| 一 Cp, ") — 11; >0. 

于 是 对 于 re 鳃 ， 应 有 

S(@, p3z) = Iu(e, x) 一 Ac 


‘ —Re{(u(oa,*) — fx)) (up, x) — HY 
lula, xy) — fx) (ule, x)— fx)| 
— |u(p, x+) — f(x)|) > 0, 
此 与 假设 矛盾 ， 四 
注 定理 1 的 陈述 在 下 述 情况 下 仍然 成 立 : 和 年 个 是 在 » 
上 , 而 是 在 器 的 任 一 闭 子 集 吕 ， BOD ?上 考察 并 近 问 题 。 
车 有 x,E€ 吕 ,使 
ig(x0)| = llell, 
则 称 x。 为 g(x)€ C(8) 的 极点 。 对 于 固定 的 f,。 以 M。 表 示 误 差 
函数 x(c, *) 一 f(x) 极点 的 集合 。 显然 M。 是 紧 致 的 。 因 为 人 们 
总 是 通过 1s[e] 一 州 来 找 ',ov( 访 的 上 界 ， 故 有 下 述 充分 性 判别 法 
成 立 。 
定理 2 : 若 对 一 切 Be A 均 有 | 
mn {SCo, 8; *)} 0,，. (5.3) 


则 wla, x) 为 1(x) 在 V 中 的 最 小 解 。 : 
根据 定理 1 的 注 , 对 于 3 的 子 集 上 的 通 近 ,还 有 
定理 3 中 ， 若 对 一 雪 B& 4 均 有 

min S(a, P; *) < 0， 


则 x(a, x) 是 在 含有 M。 的 任 一 闭 子 集 名 CB 上 ， tC) 在 Vv 中 
的 最 小 解 
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在 实 值 情 况 下 ， 和 条件 (5.3) 表明 了 中 没有 这 样 的 函数 , 其 在 
wktasxz) 一 帮 xz) 的 全 部 极点 处 ,与 w(c, x) 一 帮 x) 本 身 同 号 。 

在 线性 情况 下 ,因为 有 KomMoropoB 定理 ,表明 条 件 (5;3) 对 于 
最 小 解 也 是 必要 的 

引 理 467 设 wl(a,x) 是 f(x) 在 上 取 自 V 的 最 小 解 (对 
于 实 的 情况 )。 则 存在 a(a,x) 的 一 个 邻 域 UCV, 使 对 一 切 xz(6， 
*) EDV 与 一 切 x+ € Mp(u(8,x) 一 f(x) 的 极点 集 ) 有 


S(a, pix)< 扫 0. 


定理 S57 设 w(a,x) 为 f(x) 在 吕 上 以 及 在 极点 集 M。 上 取 
自 了 的 最 小 解 〈 在 实 的 情况 ).。 则 存在 ws[e] 的 一 邻 域 UCV( 就 
C( 委 ) 中 所 定义 的 范 数 拓扑 而 言 )， 使 对 一 切 wp， x) EU 有， 
min {Sto, pb; x)} < 0. 


证 明 对 于 wu(86,*)EV 有 
lz[8] 一 由 之 axle] 一 征 宕 lc xz) — f(x)|. 
因此 对 于 xze Ms， 有 
jai8] — fh = (ue, x) — f(x)): — 2(u(0o, xz) 
— f(x))(u(oe, zh) 一 HB x)) + (u(r, x) 
8, 2 (wo, x) — f(x)), 
从 而 对 这 种 x 而 言 ， 
Sla, Pp; x) = (ulae, x+) — f(x))(ula, +*) — u(p, +)) 


<» [u(@, x*) — u(8, x)]. 


若 luLe] 一 *[p]1 很 小 , 则 ls(c, x) 一 f(x)| 大 于 一 个 固定 的 正 
界 ( 对 于 er( 轧 >0); 所 以 上 述 不 等 式 仅 当 xe Me, S(a, 8; z) < 委 0 
时 才 成 立 。 然 而 , 对 限制 于 M。 上 的 和 还 近 问题 应 用 引 理 4 即 可 得 
到 定理 5 的 证 明 。 事 实 上 , 若 令 

Ms 一 {x|u(B, x)—f(x)| 一 sup |lu(B8, *) — f(x)|}, 


则 根据 引 理 4, 对 一 切 x€ ie 有 (ae, bj x) < 委 0,， 又 因 MCC M。， 
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改 相应 的 最 小 值 只 能 更 小 一 些 , 从 而 定理 5 得 证 . 

. 必须 指出 ,定理 5 是 仅 就 实数 情况 而 言 的 ,对 于 复数 情况 。 定 
理 5 是 不 成 立 的 ， 下面 的 例题 2 说 明了 这 点 。 

例题 1 设 B83 一 [一 1,1], f(x) 一 一 1 并 且 V 是 函数 
u(a,*) 一 避 十 2ax 当 oo 取 遍 一 切实 数 时 的 集合 。 由 于 w(0， 
+) 一 fx) 一 1 的 极点 集合 是 整个 区 间 3， 总 对 于 a 一 0, 不 论 
8 是 如 何 的 实数 , 均 有 
S$S(0, B; x)sms — (u(0, x) — fx)) (uO0, *) — w(p, z))e-， 


0 
于 是 根据 定理 2 即 知 最 小 解 为 
u(0,*+) = 0. 


例 2 间 上 例 一 样 ， 取 思 一 [一 1, 1 ,fx) 一 一 1 了 一 {z(a， 
z) 一 十 20x|e 取 遍 复数 }。 这 时 最 小 解 还 是 x(0, x) 一 0， 事 
实 上 ,对 于 Re 二 0 在 点 + 一 1, 对 于 Re8< 过 0 在 感 +* 一 一 1， 
有 

jz(8 x) — fx)l =1+ 18 

+ 4(1 + |8|*)xRef + 418|’+ 2Rer > 1. 


然而 ,条 件 (5.3) 已 不 再 是 局 部 满足 了 ， 因 为 对 于 8 一 ix(: 产 0 为 
实数 ) 的 情况 ,有 


S(0, 11; x7) — Re{— (1) m2ux} = > 0. 


例 3 设 3 一 [一 1, 1],f(x) 一 1, 并 设 V 二 {wm 十 orla 取 
遍 一 切实 数 }。 对 于 参数 o 一 一 1,0,1 得 到 最 小 解 ， 对 于 a 一 1， 
极点 集 由 xx 一 一 1 与 一 1 组 成 。x(1L,x*) 一 1 十 zx 也 是 态 x) 在 
这 点 集 上 的 一 个 最 小 解 , 所 以 由 定理 5 必 有 x(1, *) 的 一 个 邻 域 ， 
使 (5. 3) 式 成 立 . 事实 上 ,由 于 
Ss(1, p3xz) 一 x(1Tx 一 8 一 px) 
-Do 0< 和 8 过 1，- 
2 一 户 一 5 二 0， 8 之 1 
当 0<8<oco 时 有 


“157。 


Lin SC1, p; x) < 0. 


然而 这 时 (5. 3) 式 却 不 完全 正确 ， 对 a 一 一 1， ， 和 aa 一 0 时 的 最 
小 解 ,也 有 相应 的 事实 。 
定理 6 设 fx)e C(8) 是 给 定 的 , M。 是 ue, x) 一 fs) 
的 极点 集 。 假 若 有 pe 4， 使 
min Se， px) > 二 0. 


又 设 对 每 个 4e [0, 1], 存在 cCDe 4 和 定义 在 他. x [0, 1] 上 的 
一 个 实 值 连续 函数 g(x, 门 , 其 中 季 。 是 M。 的 一 邻 域 , 使 得 
1” 对 一 切 *EMe，g8(z,，0) 一 0 【《5.4) 
2° 当 1 一 0，x€ 所 。 时 ， 
{1 gr, tue, x) Ft: glrs t)u(B, x) 


一 weGD xz) 一 oo (5.5) 
3° 当 一 0 时 ， 
je[e] 一 ufaCo] 一 o(1). (5.6) 


则 a(a, x) 不 是 最 小 解 , 且 能 够 得 到 改进 。 z 
证 明 ”由 (5.5) 可 知 , 对 于 x EM 名,, 0 过:11,， 有 
u(g, +) — u(c(z), xz) 
= 2. g(x, tua, +) — uu(B, x+)] + :: Ax, /) 
一 上 p(t, 1), 
车 中 1) 对 一 团 +€ [0, 1] 关于 x & 他。 连续 , 且 当 一 0，x6 
Ms 时 有 h(x, 4) 一 .o(1)。 因 而 有 
| SG oe); x) = 1 px, 1) 
其 中 四 
px,t) = gx) Soc pz) 
+ Re {[u(o, x) — f(x)]. h(x, DY 
按 (5.4), 有 5 > 0 存在 ,使 得 当 * € Mao, 0 :6 时 , p(x, 1) > 
0， g(x, 1 天 于 xx 连续 ,又 M。 是 闭 的 (从 而 是 紧 致 的 )， 因而 
存在 邻 域 必 .: MC 必 .CM。, 使 得 对 于 ze 应 。, 0 志 : 二 6, 有 
p(x,!) 宇 + 之 0, 假定 对 于 x€ 收 ,,0 志 1 过 56， 有 |p(x, 12)! 硅 1, 
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令 5 min 《 xj/ 1), | 则 当 0 经 过 1 志 6.,，xE。 了 时 ,有 
fue), x) 一 fo 一 ls 人 asx) 一 fc 
一 2S(ay olt); x) + ula, +) — ula(t), #) |’ 
ate] ~— fl 2 plr, 7) + plr, OF 


<late] fh 2r+ti 


14 
= ule] 一 让 一 上 xy。 


于 紧 致 集 一 应 有 | z 
ufo] 一 几 一 mn uo, x) 一 _ HaD1 一 “> 0. 


由 (5.6) ,存在 2 > 0, 使 当 0 委 : 委 6;, 有 
lw[c] — «laa)ll < /2. 


因而 当 +E 8 一 角 ,, 0 志 1 志 5, 时， / 
lulale), x) ~ fle) | maxy la(as*) ~ f()) 


十 lz[ael 一 seo) 才 和 .ltel 一 州 一 HA/2， 
联 ? 二 min (6 6,), 则 
jz[akGz 一 刊 过 lizlel 一 由， 
定理 6 证 毕 ， 
定义 ”如 果 对 每 一 参数 全 wy Be 4 以 及 任 一 :e [0, 1], 均 存 
在 az)e 4 和 一 个 在 如 x [0, 1] 上 连续 的 实 值 函 数 g(x, 1), 使 
得 
(i) 当 xt 时, g(x, 0) 二 0; 
(1) 当 : 一 0 有 时 ， 
{i gu[lal Ft.g: [Bl] 一 sa 一 ol). (5.7) 
则 称 C( 名 ) 中 阔 数 (a, x) 的 集合 了 是 新 凸 的 ”。 z 
”对 于 渐 凸 系 了 来 说 、 定 理 6 的 条 件 1*"，2° 和 3° 满足 ， 从 而 
得 到 下 述 最 小 解 的 判别 法 ， 它 是 著名 Konmoropos 判别 准则 的 模 
拟 , 其 充分 性 已 经 在 定理 2 中 提 及 .。 
定理 7%” 设 7 了 是 渐 凸 函数 系 。 若 对 一 切 Bé 4， 有 


2 


min stay 63x)< 和 0， 
TE M, 


则 x(ec, +) 恰好 是 f(x) 取 自 了 中 的 最 小 解 。 
设 h(x) 与 8(x) 是 C(8B) 中 的 两 个 函数 ， 并 且 当 *e 加 时 ， 
h(x) 天 0. 又 设 了 一 {u(as z)} 是 渐 凸 的 , 则 函数 
hCx)ulas x) + gx) 
的 集合 也 是 渐 凸 的 ， 这 说 明 渐 凸 系 是 一 种 范围 很 广 的 系统 。 而 且 
上 述 判 别 法 对 于 带 权 函数 的 逼近 问题 也 是 适用 的 。 
作为 渐 凸 函数 族 的 一 个 特例 ,我 们 考虑 有 理 函 数 
Li(e, xz) 
Lg, +) 
4 是 一 个 实 向 量 空间 的 某 凸 子 集 ，L， 与 L, 是 6& 的 线性 泛 函 ,其 
对 于 x& 8 是 实 值 连续 的 , 且 设 
La, x*)>0,a€E A, x€B. 
又 令 ol#) 一 (1 一 ja 十 霹 ， 则 
x) = OL(e, x) + Lp, x) 
ual#); x) (1 — 1)L(e, x) + LB, x) 
并 且 分 母 对 于 0 之 :过 1 是 正 的 ,因而 w(alt),x)eV， 当 


y= L(x) 
Slt») TNT, x) + CR x) 


Us YX ) = 


时 ,有 
u(al#t), x) 一 (1 — i g(x, 1))u(c, +*) Ti. sl*, ulB, +) 
: : (5.8) 
因而 (5.7) 式 中 的 。 项 没有 了 . 


此 处 渐 此 性 化 成 了 恰当 的 凸 性 一 事 ， 对 于 最 小 解 的 结构 是 有 
意义 的 。 我 们 知道 在 线性 逼近 中 ,最 小 解构 成 一 个 凸 集 .。 如 果 把 
这 种 凸 性 理解 为 对 参数 而 言 的 , 则 上 述 性 质 也 可 能 转移 过 来 。 

”定理 8 在 适当 条 件 下 , 令 


u(x 一 下 二 x Li(B, *) 
(0, x) La ry u(p, x) 一 EB 7) 
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是 f(x) 在 中 中 的 两 个 最 小 解 ; 则 对 于 
EC (ii 一 ia 十 19(0 委 :< 委 划 )。 

xcekz)，xz) 为 最 小 解 。 

证 明 由 (5.8) 并 芳 由 到 0 和 :8 人 (xz 人) 和 1 有 

luCalz),x) — f(x)| 
<(l—z1. g(x,t)) ue, x) — fx)| 十 

z g(x, 71) Iu(B, +) — fx). 
从 而 、 : 
: lulal))]1 ~ po,(N). 
定理 8 得 证 ， 

一 下 面 设 4 是 线性 赋 范 空间 S 的 一 个 开 子 集 , 用 | .| 表示 3 中 
的 范 数 。 又 设 x(e, *) 对 于 ce 4,x&《 吕 有 关于 4% 的 Fréchet 号 
数 。 这 导数 对 固定 的 x*e 史 ， “< 4 是 关于 56S 的 一 个 线性 泛 
函数 ， 并 且 四 

zt(a + 8, +) 一 2(a， x) = H(g, x; 6) + r(g, x; 6), 
其 中 H(a, x; 6) 是 < 的 连续 图 数 ， 当 16| -一 0 时 ,有 
1 |r(la, x; 6)| 一 o(151). 
定理 9 设 u(a,x) 是 f(x) 在 了 中 的 最 小 解 ，M。 是 x(a， 
+) 一 f(x) 的 极点 集 , 则 对 一 切 的 5€3, 均 有 


min Re (xz(avx) 一 ftx) Ho, X 5) 之 0 
seMe . 


证 明 假设 有 5€3 存在 ,使 
min Re (u(e, x)— x) H(e, *; 6) 之 0， (5.9) 


ein 
对 于 天 分 小 的 ， 二 0， oa Beh, 昌 当 ,0 
UK +) -一 za CO— ,+) 一 iH(a, ¥; 6 ) 十 0(2). . 
从 而 
S(e, ole); x) 一 :Re (ul0, *) — F(x) IH(a, *; 6) 
+ olf) = tp (r,t), i 
其 中 按 (5.9) 式 ,对 于 xe Me 和 0 和 :和 ef(es 为 适当 正 数 )， 有 
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由 (xz，1) > 0。 
其 次 又 有 
le[e1 一 we(D = O00), (1 ~ 0). 
由 上 面 两 个 关系 ,与 定理 6 的 证 明 完 多 类 似 地 , 可 作出 一 个 r， 使 


得 
lute + r61 — | < fale] 一 fl 


此 与 xfe] 的 最 佳 性 相 矛 于 ,定理 得 证 . 

下 面 转 而 讨论 唯一 性 问题 ,为 使 讨论 得 以 进行 ,需要 把 I51 题 特 
殊 化 。 下 面 设 4 是 实 的 或 复 的 = 维 欧 氏 空间 R* 的 一 个 开 子 集 ; 
参数 c 一 (cu wm, …，ao)， 函数 x(c, x*) 对 于 w 连续 可 微 , 且 


Ou(a, z) 1 一 1.2..12 (5.10) 
Oo; 


是 zx 的 连续 函数 ,于 是 及 (a, x; 5) 可 表 为 。” . 
H(@as *; 6) = (8, Yu(a, *)) z 


~ Da 一 六 


tari 


其 中 梯度 8w 总 是 理解 为 对 广 书 网 前 面世 提 刘 的 关于 Ho, 
4; 5) 的 一 切 假 设 均 要 求 满足 ，- 以 y(w) 表 东 由 偏 导 数 (5.10) 形 
成 的 一 切线 性 组 合 《5 ,Vi(w，*+)) 所 构成 的 线性 空间 。 设 4d(e) 
是 这 个 切 流 形 的 维 数 , 它 依赖 于 ce 4， 显 然 Z&(e) 志 #. 

定义 ”界定 函数 族 世 满足 局 部 Haar 条 件 , 如 果 对 每 个 ce 4， 
线性 空间 W(a) 均 满足 古典 的 Haar 条 件 。 即 矿 (a) 中 每 个 不 
恒 为 零 的 隙 数 、 于 名 中 至 多 有 d(x) 一 1 个 零点 。 

为 避免 一 些 非 实 质 性 的 细节 、 往 下 还 假定 多 中 至 少 含有 
2 十 1 个 点 。 

定理 10” 设 六 满足 局 部 Haar 条 件 。x(c, *) 是 f(x)》 在 
V 中 的 最 小 解 ， 则 w(e, x*) 一 1(w) 的 极点 集 M。 至 少 由 dc) 十 1 
个 点 组 成 。 

证 明 假设 M。 仅 由 ?个 点 zx，,*……*,zx; 组 成 , 且 r 和 ia) . 
今 于 多 中 补充 dao) 一 ?个 点 ， 这 样 便 得 x， xX;，*… ,Xatwy。 出 于 
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W(a) 充足 Haar 条 件 ， 因而 线性 方 程 组 
(6, yul(a, zk) ) 一 > 6; Be xh) 


= u(@, xi) — f(x4), 
k=1,2,...,4(a). | 
的 系数 矩阵 的 秩 数 为 4(a)， 因 而 有 6 € R*", 使 得 对 于 *e M。， 
(x(asxz) — f(x))(6, vu(e, +)) = lu[e] ~ fl, 

并 且 因为 8 中 至 少 有 nn 十 1 de) 十 1 个 点 , ja[a] 一 州 >>0. 
按 定理 9, zx(c, x) 就 不 可 能 是 最 小 解 了 。 : 

定理 il。 设 是 满足 局 部 Haar 条 件 的 渐 凸 系 ， 差 (a， 
x*) 一 wx(p8,z) 对 每 一 pe 4 至 多 有 da(a) 个 零点 或 者 恒 等 于 0。 则 
对 每 一 1(z)e C(%)， 于 了 中 至 多 有 一 个 最 小 解 。 

证 明 可 以 假定 ps( 有 ) > 0. 设 wa, *) 与 x(p。x) 是 两 个 最 
小 解 。 不 失 一 般 性 ,可 设 dla) 过 4(8). 在 M。 上 有 

oa 一 ol > |u(p, 2 —f00)). 

因而 对 于 x € M,, 


‘Slo, Pp; ) 2 luo, 5) — ues OF 


按 定理 7, 关系 式 
|z(acy x) —~ ul(B, x+)| > 0, rE M, 
不 可 能 成 立 ， 因为 否 册 将 与 u(a, *) 的 报信 生生 本 于 是 M。 中 
有 个 虑 xi 。xza，。 » Xr 满足 
Ke， 2 ) ,eo) 0 R=1,2,. 7 
若 > > d(a), 则 由 假设 w(e, x) 与 x(8,x) 在 上 相等 ， 从 而 
r 志 :4(a)， 由 于 r+ 委 d(8) 也 成 立 , 如 同 定 理 10 的 证 明 一 样 ， 掖 局 
部 Haar 条 件 , 有 一 个 5€E R*, 使 
— (8, Vu(p, x+)) 一 wa ze} — f(x4), k= 1, 2, 
因而 对 于 上 > 0, 有 本 7 
u(B, xi — ul(B + 76, 1) 一 一 (6， vulp, £1)) 十 2) 
w= 1(u(0%, Xk) 一 f(z)) - + ot) (=> 0), 
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Sa 0 十 1403 XY) 一 ee 一 下士 oG) (4 一 0)， 

k=1,2,-. 
上 式 对 于 充分 小 的 1o， 当 0 二 1 过 0 时 还 是 正 的 ， 根据 连续 性 ， 又 
有 点 和 yx 。 .> 的 一 邻 域 玫 ,使 

Sla, B+; xr)>0,0<1<u, rED 
因为 M。 一 和 所 以 对 于 re Ms | 

S(a, p3z) 之 一 > Iu, z) 一 ulB, *) | 过 
又 由 连续 性 ,有 > 0 存在 ， 使 
S(a, B+ 6; x)>0, re Me 一 包 ， ss 
取 T 一 min (1, 1)， 有 
S(a ,8 十 r5; x) > 0, x€E Meo. 

由 定理 7 (KoxmoropoB 判别 法 ), 这 与 x(&, zx) 的 最 佳 性 相 矛 盾 . 定 
理 证 毕 ， 

”以 上 定理 表示 了 Haar 唯一 .性 定理 的 一 种 推广 。 因 为 关于 浙 
凸 性 与 可 微 性 的 假设 ， 对 于 线性 情况 是 显然 被 满足 的 . 何况 局 部 
Haar 条 件 也 蕴涵 了 差 (a, x) 一 wx(8, x) 的 零点 个 数 的 假设 ， 

在 文献 [167] 中 ，Meinardus 还 应 用 所 述 理论 ,集中 研究 了 一 
个 变 元 的 有 关 通 近 问 题 。 对 一 元 非 线性 逼近 的 计算 方法 也 作 了 一 
些 探讨 . 
， 不 面 介绍 上 . Collatz' 的 关于 多 元 有 理 通 近 的 包装 (inclu 
sion) 定理 。 | : 
设 8 是 ” 维 欧 氏 空 间 R” 中 的 一 个 区 域 ， 其 中 点 记 为 
. 人 (Xs., 22 ““” >。 Xn) 
等 。 WW 为 定义 于 8 上 的 实 (或 复 ) 值 连续 函数 类， f(x) 是 站 上 的 一 
个 连续 函数 ， f(x)ElV。 范 数 定义 为 
~ llsl 一 sup-lg(«) | ,让 (xz) 


其 中 p() 是 消 足 下 述 关系 的 于 % 上 的 连续 函数 : 
- 0 二 加 < 和 pp) 一 轴 ， x 3, 
而 pos P 是 两 个 给 定 的 正 数 。 在 许多 场合 下 , 常 取 P(x) = 1 


9 04 * 


设 
o 一 inf io 一 州 。 
若 有 一 函数 由 (x)e W, 使 得 
p(x) — 1x) = po, 
则 称 B(x) 为 最 小 解 . / 
定理 12% 设 w 是 丈 中 的 一 个 给 定 函数 ，s 一 太一 大 设 
M 是 名 中 满足 下 述 性 质 的 一 固定 子 集 : 
i” ls(x)| 汪 0, 当 x€EM. 
2” 不 存在 9C(x)EW, 使 
Re [E(wo 9) 0， 当 xEM., 
则 7 
infp* 18| < o < llsl, : (5.11) 


证 明 设 o= inf pp， 1s|。. 则 为 证 定理 ,只 需 证 明 cc 委 pv。 


若 ac > po. 则 存在 一 数 fT, po 二 TT 二 gog， 和 weéW， 使 
| lz 一 几 委 =， 
并 县 在 M 中 有 
bs 过 cac>7 志 外 za 一 用 
从 而 
leCx)| ~— lwlx) 一 Fo) 二 0， 当 re M. 
由 于 和 mm 一 多 一 和 一 一 (一 用 一 E 一 (一 有 ， 所 以 
Re[E(w — w)] = Rellel’ — E(w —f)] : 
宇 le? lellw f=|sl: (lel — |iwC—1) 
一 10， 当 xyeEM. 
这 与 条 件 2° 矛盾 。 从 而 定理 得 证 . 
定理 12 称 为 包装 定理 . 它 实 际 上 给 出 了 最 小 偏差 的 下 界 和 
上 界 估计 。 
下 面 仅 限于 实数 情形 来 讨论 . 引进 “假设 天 >”: 存在 3 中 的 
两 个 革 定 点 集 Mi 和 M;, 使 得 不 存在 了 因数 侦 w;:，w2€ W ,同时 注 
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ww 一 ww; 之 0， 于 M， 中 ; 
wi 一 wi 二 0, 于 M; 中 ， 
一 个 点 集 M 一 M1U M:， 当 其 满足 假设 互 时 , 则 称 其 为 瑟 集 合 . 
定理 134 设 w 是 W 中 的 一 固定 函数 ,6 一 w, 一 了， 且 假 
设 五 成 立 。 藻 四 
s 盖 0, 于 Mse< 和 0 于 M; 
(或 6 二 0, 于 Mi; 8 过 0, 于 M1), 则 下 述 包装 成 立 ; 
12 一 <p< ei。 《5.12) 


此 处 M = MU M:。 
事实 上 ,只 韦 在 瑟 中 将 wi 取 为 w。, 并 用 ?代替 wa 则 WV 中 
不 存在 函数 9， 使 
el(w 一 949) 二 0, 于 M 中 ， 
从 而 定理 12 中 的 条 件 2° 满足 ， 于 是 由 (5.11) 式 即 知 (5.12) 式 成 
在 文献 [68] 中 ，L. Collatz 还 利用 上 述 包装 定理 讨论 了 特定 
形式 有 理 和 逼近 的 一 些 问题 . 
D. J. Newman 和 H. S$S. Shapiro's’” 讨论 了 一 类 广义 有 理 
分 式 和 逼近 问题 . 
设 吕 是 一 个 紧 致 Hausdorff 空间 ，C(@) 是 BB 上 实 值 连 
续 函 数 作 成 的 线性 赋 范 空间 ， 范 数 为 de6puuea 意义 的 范 数 。 设 
X，Y 是 C(%) 中 维 数 分 别 为 六 ,2 的 两 个 线性 子 空 间 ， 它 们 的 
基底 分 别 为 ma(t)，.……，xn()i mt)。…，yst)。 文献 169] 中 考虑 
有 理 分 式 z 
: 2 一 D3 or 人 2 (5.13) 
其 中 a;, 6; 是 实 参 数 。 如 果 y() 0， 则 说 由 (5.13) 定 义 了 一 个 
严格 有 理 通 数 ， 对 于 任意 f(#) €E C(8), 记 
e(f) = {f(D A 0}. 
仿 假 定 有 理 分 式 (5.13) 满 足 条 件 


。 166* 


i”ece(y) 于 罗 中 稠密 ; 
(5.14) 


2。KD) 一 <9 在 。(y) 上 一 致 连续 。 
yt) 


广 足 上 述 条件 的 f(z) 称 为 在 广泛 意义 下 的 有 理 分 式 商 数 .f(z) 在 
这 种 情况 下 能 够 唯一 地 扩张 成 整个 加 上 的 一 -个 连续 函数 ， 如 果 
(5.14) 的 1° 成立, 量 z 
1f(7) 二 :x(z)/ y(t) 在 ely) 上 有 界 ， (5.15) 
则 称 人 Kz) 为 在 弱 意 义 下 的 有 理 分 式 函 数 ， 下 面 把 严格 , 广 沁 和 能 
意义 下 的 有 理 分 式 函 数 类 分 别 记 成 R,，R。 和 Ry。 显然 有 
RCRiC RI. (5.16) 
例 设 B88 是 圆 盘 #1 十 总 寺 1，X 和 YY 分别 表示 两 个 变 元 
4 2 的 三 次 和 二 次 多 项 式 。 此 时 R,, Rw 和 Rj 是 彼此 互 异 的 。 事 
实 上 ， Ht) 王 刘 /(1 一 2 于 (8 中 去 掉 点 (0, 一 1), (0, 1) 而 
得 ) 是 一 致 连续 的 ,但 它 不 能 表示 为 具有 非 零 分 母 的 有 理 式 ， 并 且 
fz) 一 上 (1 一 上) 于 对 ,中 有 界 ， 但 不 一 致 连续 。 另 一 个 函数 是 
ft) = t/t + 全 )， 
定理 14% 假定 由 yE€EY，y 革 0 可 推出 c(y) 于 3 中 稠密 . 
则 Rs 是 0®) 的 一 个 闭 子 集 。 
证 明 设 {天}), ji€ Rw 是 一 个 一 致 收 敛 序列 ， lim j; 一 |/。 且 
设 
加 _ wx‘(#) 
yy 


xi(f) 一 > aixi(?), ja) 一 bi * yxt). 
可 以 标准 化 “，y 为 江 尼 
> oil 十 > 12 = 1. 《5.17) 
于 是 可 以 选 出 一 个 正 整 数 的 无 穷 序列 1， 使 得 
107. 


4 -一 jm 719 Bk — lim Dito 
iel itel 


于 是 由 (5.17) 式 可 知 
> 1 + Dl 一 1. 


可 和 一， 和 人 下 人生 了 Te + 已 经 
-并 且 已 把 iE7 的 那些 户 删 去 了 ， i 


X(t) 一 >， Axit), 1 一 >) Bryx(t), 
i 二 R=1 


则 按 C( 串 ) 的 范 数 中 的 意义 ,有 

z ri(2) 一 > x(7), yt) 一 yl2). (5.18) 
现 可 断言 Bx( 一 1, 2 ， 52) 不 全 为 89， 事实 上 , 若 B4 全 部 为 0， 
则 必 有 : 


> 14,! = 1, z (5.19) 


现在 1 有 界 ; 比 方 说 fo 过 M， 因 而 
\x*2)| 委 MI Ce (5.20) 
如 果 所 有 Br 一 0。 则 由 (5.18), 推出 一 0 因而 按 (5,20)， 
xi(1) ~> 0。 是 故 
.x(#) 二 0. 
这 与 (5.19) 式 相 矛 盾 . 
因为 XD) 对 0, 由 假定 (7) 于 吧 中 稠密 。 对 于 上 3, 我 们 有 
HG 一 xC)/yQ), 又 因 f 一 了 ,从 而 


x(z) 
a 等 . 5.21 
f(z) jC 1 € z (5.21) 


和 1 于 中 上 连续 且 它 在 一 稠密 集 上 已 由 (5.2 了 1 所 给 出 ,因而 
一 个 在 广泛 意义 下 的 有 理 水 数 。 定理 证 毕 . 

推论 1559 设 3 是 维 欧 氏 空 间 中 一 有 界 开 集 的 闲 包 ,* 和 

y 分 别 表示 次 数 为 Pp 和 9 的 元 多 项 式 , 则 类 Rs 是 闭 的 ,其 实在 

此 情况 下 ,如果 y 关 0, {zl1yCz) 一 0} 的 Lebesgue 测度 为 0, 因 而 
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ely) 在 3 中 稠密 . 
现在 考虑 这 样 一 个 问题 : 对 于 给 定 的 g(z2) te C(B), 是 否 存在 
广 < Rs。， 使 得 
le — fF = p(g) int le: — 人 |? 


一 般 地 说 ,由 于 Rw 甚至 还 不 是 局 部 紧 致 的 ,所 以 可 以 想到 产 的 存 
在 性 ,只 能 对 于 某 些 特殊 情况 才 会 成 立 , 这 可 从 下 述 反例 中 看 出 
来 ， : 
定理 16"” 设 3 一 {(4,6)| 有 十 避 过 1},x 和 y 是 关于 4,4 
的 二 次 多 项 式 ( 相 当 mw 一 » 一 6)， 则 有 一 函数 ge C(8), 它 在 
Rs。 中 没有 最 佳 蔬 近 (六) 存在 。 

为 证 明定 理 16, 先 引 进 两 条 引 理 : 
引 理 1749” 若 fe R。,x 和 y 如 定理 16 所 要 求 的 那样 , 则 # 
可 写成 x) 四 

X(t #, 
f(D ~ y(n, a) a) 
此 处 y(n, ea) 一 0, 当 #1 二 六 之 1. 

这 是 代数 学 中 下 述 命题 的 推论 。 该 命题 是 : 两 个 次 数 不 超 过 
2 的 二 元 互 质 多 项 式 的 商 ， 不 能 在 分 母 某 零点 的 一 邻 域 中 一 致 连 
缮 ， 事实 上 ; 若 x 和 3 是 所 说 的 多 项 式 ， 且 假 定 

p(T0) = 0 = (11 £2) 7T, = (1, £2)) 

而 *(r)/y(z) 于 的 一 邻 域 中 一 致 连续 , 则 ,是 y(r) 的 一 个 孤 
立 零 后 ,因为 否则 y(r) 在 某 一 过 的 曲线 上 为 0，。 根据 x(Cr)/ 
y(T) 的 有 限 性 , *(r) 也 在 该 曲线 上 为 0。 这 样 一 来 ,x(T) 和 y(7T) 
有 无 穷 多 个 公共 零点 ,于 是 由 Bezout 定理 ，x(Cr) 与 y(t) 应 有 
公 因 子 ,这 与 *(r),，y(r) 的 互 质 性 相 矛 盾 , 所 以 r 是 Xr) 的 一 个 
孤立 零点 .不 失 一 般 性 , 可 取 元 王 《0,0), y(7) 一 十. 因 
为 当 (na 42) 一 (0,0) 时 ,x(7T) 以 zt 十 如 同样 的 速度 趋 于 0, 从 而 
x(T) 一 上 十 cc 好 十 at 人 bo c,d 为 常数 ). 但 当 7 沿 直 线 4 一 
趋 于 mm 时 ;总 有 x(r)1y(r) 一 (5 十 cw 十 dX4)/(1 十 加 )。 这 说 明 
在 原点 (0, 0) 处 x(r)V/y(Cr) 有 彼此 不 同 的 方向 极限 。 


和 人 9 


” 引 理 18 于 对 十 号 天 1/2 中 存在 两 个 有 限 点 集 忆 和 N, 使 
得 对 于 任何 1(r)e R。 来 说 下 述 关系 式 不 全 成 立 : 
f(t) > g(r), reP, 
: f(t) < g(t), rEN, 
其 中 g(r) 一 a/(l 一 12). 
事实 上 ,关于 4。4 的 四 次 多 项 式 , 如 果 它 在 一 条 直线 的 五 个 
点 上 交错 变 号 、 则 必然 在 这 条 直线 上 便 为 0 ( 见 文献 [52])。 现 于 
十 用 之 1/2 中 的 五 条 直线 上 分 别 取 五 个 这 样 的 点 (可 以 取 25 个 
点 ,也 可 有 更 经 济 的 取 法 ), 把 其 中 的 非 负 , 非 正点 集 分 别 记 为 P,N， 
它们 即 满足 引 理 的 要 求 。 由 引 理 17, 若 je Rs, 则 fCx) 一 x(7)/ 
y(7), 其 中 y(r) > 0， 当 时 十 总 < 1 时 . 
(1 — 8&)xr(T) — ty(T) 守 0,. 当 TEP, 
(1 _ A)x(T) — ty(T) SE 0, WrEN. 
这 样 一 来 ,一 个 四 次 多 项 式 居然 在 五 条 直线 上 全 为 0, 因 而 恒 为 0， 
即 


(5.22) 


帮 zr) 一 g(7). 

这 与 g(t?)&€ Rw 的 事实 相 季 盾 。 

定理 16 的 证 明 设 P 了 和 N 如 引 理 18 中 所 指出 者 。 又 设 
h(tT) EC(B), [I(t)| S11, Br7) = 1(r7 EP), A(T)= —1(r EN),. 
h(t) 一 0( 当 #1 十 3 宇 1/2). 再 设 区 rt)€EC(3), 0< 委 Ar) < 委 1， 
k(t) 一 1 ( 当 Tt€E 3 一 0, 其 中 8 是 以 (0, 一 1),(0,1) 为 心 ;以 
1/4 为 半径 的 开 贺 盘 域 的 并 集 ), 且 (0, 一 1) = 《(0, 1) = 0. 

设 g(Cz) 如 引 理 18 所 述 , 定 义 

F(t)= [A(Tt) + g(t) Kt(r). 

则 ECT)EC(B3)。 如 果 能 够 证 明 下 列 事实 , 则 定理 16 的 证 明 就 完 


成 了 : 
Pp(F)<1, (5.23) 


| HF 一 州 >1, 对 于 feR。 (5.24) 
为 证 (5.23) 式 , 记 gs(T) 一 2/(1 一 上 十 8)é€ Rs, 我 们 有 
lim lIF J gell 一 i, 
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事实 上 ,有 
Qi) 对 于 二 十 总 入 1/2， 当 6 一 0 时 一 致 地 有 
F(T) — ge(T) 一 4(zr) TT g(r) 一 Se(r) 一 Ar)3 


(ii) 对 于 站 十 总 二 过 ， (11, 12) € 0, 一 致 地 有 


F{(7) — gs(r) = g(7) — ge(T) ~—> 0; 
(ii) 对 于 reEO@，FPFGr) 一 se(r) 一 MA 一 ge(T)， 且 
0 和 ss(r) 和 gr)< 委 1, 于 是 
[F(T)— ge(T)| 1, 当 rE QO,., 
综合 之 ,见得 (5.23) 式 ， 
下 面 用 反 证 法 证 明 (5.24) 式 。 假 定 存在 某 fe Rs， 使 lIF 一 
州 和 1, 则 必 有 
{ + g(r)— f(r)<1, cE€P, 
一 1 十 gr(z) 一 fr) 之 一 1，7r6EO。 
这 同 5| 理 18 相 和 矛盾 ,从 而 定理 得 证 。 
注 . 显然 , 若 取 4(T), k(t)EC”, 且 R(T) 以 (0, 一 1) 和 (0,1) 
为 无 穷 阶 零点 , 则 能 构造 一 个 F(t)€ C”。 其 在 Rs 中 无 最 佳 逼 近 
存在 . 
定理 19' 假定 由 y# y, y 关 0 即 可 推 知 e(y) 于 3 中 秽 
密 , 则 对 于 任意 给 定 的 g(r)€E C(3), 有 HKr)e Ri, f(7) = x(7)/ 
X(t)，、 使 得 
Ig) — 1 < pg), B te ely). 
证 明 设 fe Rs jig 一 州 一 pl(g). 则 || 志 M， 于 是 向 
定理 14 的 证 朋 过 程 类 似 , 有 {fi} 的 子 序 列 (不 妨 记 为 它 自 己 ), 使 
/ /A; 一 lim a;;, Bh = lim pix, 
记 和 z 
x) 一 DH) AxAD), CD 一 和 BAyk(z7。 
同样 可 证 明 BA 不 能 全 为 0, 因为 否则 ,将 可 由 上册 的 有 界 性 推出 


171. 


矛盾 来 , 记 fz) 一 x(z)/yCz)，、 我 们 有 
1KD) 一 ED) < pl8), se ely). 


因为 ft) 于 el(y) 上 有 界 , 它 是 在 弱 意 义 下 的 有 理 函 数 , 从 而 定理 
得 证 . 

推论 20” 设 3 是 复 平 面 上 的 一 个 没有 孤立 点 的 紧 致 子 集 ， 
X 和 YY 分别 表 示 复 变量 z 的 Pp 和 4 次 多 项 式 , 则 对 每 个 g€ C(3)， 
在 严格 意义 下 最 佳 通 近 有 理 分 式 存在 . 

事实 上 ,此 时 ce(y) 在 8 中 是 稠密 的 ,因此 在 弱 意 义 下 的 最 佳 
逼近 存在 ,然而 在 现在 情况 下 ，R. 一 Rj。 因 而 推论 成 立 . 

其 它 有 关 结 论 可 参阅 [701. z 


$2. 有 理 悍 近 的 降 维 展开 社 中 站 


” 设 多 是 售 于 方 域 S(0 过 x 过 1,0 志 yy 全 1) 内 的 闭 区 域 ,其 
边 秀 C 是 一 条 按 段 光 衫 的 简单 封闭 曲线 ,假设 F(x, y) 在 S 上 对 
x 具有 mr 阶 连续 偏 导 数 fx"; 又 设 P(x,y) 一 x” 十 0(x,y) 是 一 
个 二 元 多 项 式 。 其 中 0(r, y) 所 含 * 的 最 高 次 恬 不 大 于 m 一 1， 
则 由 文献 [721] 可 知 有 : | | 一 


oe 过 
一 1 | .Pet - Fedy + pm 《5.25 ) 


pm 一 (一 了 2 || PpP. Fi Arady. 
m1 


多 


设 0 过 zw 二 x 过 1,0 达 yp% 二 yy 所 1。 并 以 弥 表示 算 形 区 
域 [xy。，x3 yo， y] = 人 ES 7) Ir ET, yy Ey}. 又 假定 


P(x) 一 zm 十 … 是 一 个 mm 次 多 项 式 , 今 取 F(x, y) 一 交代 入 
展开 公式 (5.25) ,可 得 


"172。 


i(x, y) 一 所 xs， y) 十 f(x,yo) -一 fx,, yo) | 
(— 1)* dm-*-ip Ortif 1y 1s 
+ m1! [ee Kl1 -)| geet) | 
+ pm . (5.26) 
其 中 我 们 已 采用 记号 
[f(x, y) ]* = f(xr, y) 一 f(x,, y)， 
[fix, 9y) 1 = f(x,y) — fx,y), 
而 余 项 pm 可 以 表 成 z 


pC | P(x) | ;| dx. (5.27) 


Or m+l yo 


为 了 使 余 项 (5. 27) 有 较 小 的 估 值 ， 最 好 选择 区 间 [0, 1] 上 的 
Legendre 多 本 5 作为 P(x): 


P(x) 一 (EY Le" — D"], cre 


Cm 5 
于 是 根据 展开 公式 (5.26) 便 可 得 到 如 下 的 一 个 展开 式 
fx， y) 一 f(0, y) 十 f(x, 0) — f(0, 0) 


+ [T(E 


x (好 一 <)"| +6r | (5.28) 


(0<xr<1,0<y<1. 
关于 这 个 展开 式 的 余 项 6m 有 


定理 2100 在 分 别 假定 a 人 为 连续 函数 的 条 


件 下 ,(5.28) 式 的 余 项 6 分 别 有 下 列 估 计 式 


Ix | 172 O™+if 
| ( ) of 5.29 
z om (2m)! \m 十 0.5 Ox”t! 轩 ( ) 
z 了 72 12 十 2 
[| 过 一双: [xy ) 0 ， (5.30) 
(2m)! \2m 十 1 Ox”+ Oy | 
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其 中 中 表示 菌 数 在 S(0 入 zx 入 1,0 过 7 过 1 上 的 Ue6umee 模 . 

注意 (5.28) 中 的 5。 相当 于 在 (5.27) 式 中 令 *, 一 y% 一 0 所 得 
的 pu。 因此 为 证 (5.29) 式 ,只 需 对 (5.27) 中 右 端 积分 (其 中 xz 一 
yo。 一 0) 应 用 Schwarz 不 等 式 ， 事 实 上 ,我 们 有 


oe (ee) (FT) a) 


1 (m!) i172 2 Om 
< m1) x 
7 1 (2m)!1(2m 十 1)! ) | Ox™+! Ve 
ml , ]| Om .Vx. 
(2m)! AN/ 21 十 1 Ox™t 


由 此 即 得 估计 式 (5.29)， 类 似 地 可 以 证 得 估计 式 (5.30). 
展开 公式 (5.28) 是 Hummel-Seebeck-Obrechkoff 公式 ( 见 文 
献 [731) 的 推广 ， 下 面 我 们 举 两 个 简单 例子 ,说 明 如 何 应 用 (5.28) 
式 以 导出 某 些 初等 函数 的 近似 有 理 逼 近 式 ， 
例 4 求 lna(1 十 + 十 y) 的 近似 有 理 分 式 ,其 中 
0 二 x 二 1, 0 之 y 奈 1. 


注意 高 阶 偏 导数 (号 】 in(1 十 * 十) 中 将 出 现 现 因 子 m1， 
因此 不 能 利用 通常 的 Taylor 展开 来 求 得 合用 的 近似 式 ， 男 一 方 
面 ,由 于 ; 增 大 时 乞 * 他 二 碱 小 其 快 ， 因 此 应 用 展开 式 (5.28) 却 是 


(2m)! 
适宜 的 。 
令 px(x) 表示 如 下 的 次 多 项 式 : 


一 一 d 2 3 _ rx}™ : 
pt — (EE) 一 9" 
于 是 直接 可 得 下 述 近似 式 


In(1 +xty) 守 in(l +x)+ ln(l+y) 
ADI/ 1 
T po | (2m)! | (1 十 x 十 y)* (1 十 st) 
x pr) | | (5.31) 


“7te 


对 于 上 式 右 端的 In(1 十 x) 与 (1 十 y), 可 以 应 用 一 元 情况 下 
的 Beck 公式 03 


(+ ~ A (GE) 一 一 2)4)、 (5.32) 
t( 记 ) 
因此 可 得 出 一 个 二 元 有 理 有 逼近 式 。 当然 也 可 在 (5.32) 中 把 zx 换 成 
zx 十 ? 以 求 得 一 个 二 元 有 理 逼 近 式 , 但 此 时 近似 程度 要 比 (5.31) 
式 为 差 。 
如 取 和 一 4,xz 一 ?一 1 代 和 人 (5.31) 式 ,其 中 lin2 按 (5.32) 式 
计算 , 则 可 得  ， 
ln31.0958445， 
它 与 ln3 的 误差 为 0.00277。 然而 , 若 按 Beck 的 (5.32) 式 直接 计 
算 ( 即 取 x 一 2)， 则 求 得 in3<*1.0935744。 其 误差 为 0.00504. 
例 35 求 {x,y) 一 2 的 近似 有 理 分 式 。 
直接 代入 (5.28) 式 ， 号 和 


sy a (一 La 
_ (一 De 
之 ， (27 y*pr(0), (5.33) 
其 中 . 
pk(0) 一 (和 [xm(z 一 1)"]| i 
= Gm — 1(,) (一 D4 
从 (5.33) 中 解 出 
(2m)! + 5 mA)! yn : 
ec” A Ba sinh a (5.34) 


(2m)1 十 2 (— Dtytpr(x) 
显然 当 x* 一 0 或 一 0 时 ， 上 式 是 精确 成 立 的 ， 不 难 算 出 
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AD 一 (2m 一 和 1 (% ) 因此 在 近似 公式 (5.34) 中 取 z 一 1， 便 
可 得 
eoli+ 避 co-ot(y 


ey A 


(5.35}) 
Qm)1 + Dm — Or (TF) 7) 


有 趣 的 是 ， 该 近似 公式 恰好 包括 Euier 大 穷 连 分 式 


cy 一 1 十 2p 十 六 十 区 二 -十 
2—y 6 10 2(422 十 1) 


的 一 切 产 近 分 式 ( 甩 文献 173]). 
除 此 以 外 ，(5.34) 也 还 包括 另外 一 个 在 本 质 上 不 同 于 (5.35 ) 
的 有 理 逼 近 式 四 


2 十 > Gn! ) 


(2m)! 士 > (一 Dee 人 
该 近似 有 理 分 式 的 特点 是 分 子 中 不 出 钢 变 元 x. 


$3. 多 元 Pade 还 近 方法 


为 了 给 出 多 元 Padé 逼近 的 Chisholm 格式 中 ,我 们 先 介绍 一 
元 Pad 逼近 的 一 些 有 关 结 论 (请 参阅 文献 [701). 
设 /Cs) 由 下 述 形式 寡 级 数 所 定义 


1(z) 一 3 Cr2!, (5.36) 
则 其 [fm/n] Padé 逼近 
fu,n(¥) = (3 a -MY bsg ) (5.37) 


由 下 列 等 式 所 确定 
* 76 a. 


(5 bo’) (5 ersr) = a2 oz™+"), (5.38) 
B=0 Y=0 a=0 


其 中 o(s”+?) 表示 (5.38) 中 等 式 左 端 与 右 端 第 一 项 中 工 , x》 2?，…， 
z”*” 诸 项 系数 均 分 别 相等 , 即 有 理 分 式 〈5.377》 所 给 出 的 [加 /7 | 
Padé 逼近, 可 按 求解 一 个 由 m 十 wz 十 1 个 方程 组 成 的 线性 方程 
组 而 得 到 : 

ao — cb,, 


Hl 一 cib. 十 Cop, 


dm 一 cot 十 cm_ip 十 …… 十 cm nbn 相 
Co 十 Cub 十 十 Cor_o+iCn 一 一 0 。 
Cmtabe 十 cm+t 十 十 co an 一 0， 


《5.39 ) 


ci 二 ci 二 co. 
其 中 为 了 记号 上 的 统一 ,已 设 cx 一 0 ( 当 & 一 0)。 实践 表明 , 若 把 
各 个 Lm/n] Padé 逼近 列 成 所 谓 Padé 表 
fenl2) fonCz) farlz):- 
flz) fls) hb):- (5.40) 
fz) jz) ja(z) 
则 以 主 对 角 线 上 的 [m/z] pade 逼近 jn(a) 为 最 有 站 (部 十 


n == const). 
Padé 融 近 有 下 述 重要 必 质 : 
定理 2253 对 磊 级 数 (5.36) 作 变量 车 换 


5 一 4 (4 关 0) (5.41) 
i1— Bw | 


并 将 所 得 必 的 函数 展 成 竹 级 数 , 设 为 / 
: g(w ) ~ >»3 estw*, (5.42) 
则 gw ) 的 Lm/n] Padé 通 近 goom(w) 恰 为 


9 179,9, 


1l— Bw 
即 主 对 角 线 逼近 在 变换 (5.41) 下 是 不 变 的 ， 
定理 2352 设 由 (5.36) 式 给 出 的 倒 级 数 为 


gmm( tw ) 1 ,m (所 一 ) . (5.43) 


/2) 一 > dozs, (5.44) 
则 六 (9) 的 主 对 角 线 逼近 恰 为 
fol (2) 一 [fom a) Tt (5.45) 
Chisholm"” 考虑 了 Padk 下 近 的 一 种 多 元 推广 ， 
关 虑 重 级 数 


> CapX° ye (5.40) 
- asp=i 
的 下 形 二 元 [m/x] 逼近 ， : 
2 CapXe 7 
fun(*, y) 三 一 2 ， (5.47) 
DY burr y z 
T= 


其 中 有 理 分 式 的 分 子 分 母 上 的 多 项 式 , 关于 * 与 ? 的 最 高 次 窘 分 
别 都 是 wm 次 的 ,不 失 一 - 般 性 , 可 以 在 (5. 46) 和 (5， 47) 中 假定 
co 一 1 om 一 如一 1. (5.48) 
例如 ” 【1/11 逼近 的 情况 为 z 
1 ， 一 1 十 ax 十 Goy + dxy 
” 1+pozr 十 by 十 Doxy“ 


注意 到 约定 (5 48)。fmm(x，y) 中 未 知 参数 的 个 数 关 


2{m+ 1 Co1]=@ 2m’ 十 4m. 5.49) 
(5.38) 式 的 二 元 推广 应 为 。 / 
( >) bcxey ) (5 copx"ys) 
orm0 - 在。 Br0 
am > auvx*y” 十 olx'y™ 7) 3 (5.50) 


ae 7 。 


其 中 右 端 最 后 一 项 表示 等 式 两 端的 第 -一 项 中 整体 阶 ( 即 * 与 ? 方 
次 之 和 ) 小 于 2m 十 1 的 项 均 相 等 。 

因为 已 假定 条 件 (5.48) ， 所 以 其 0 阶 项 相等 的 条 件 是 自然 满 
足 的 。 于 是 由 (5.50) 式 所 得 到 方程 的 个 数 为 


797 十】 
-Yr = 2m’ + 3m, 


它 比 由 (5.49) 式 所 示 的 未 知 参数 的 个 数 怡 好 少 刀 个 。 为 了 补 上 这 
个 差额 ,自然 应 该 从 (5.50) 式 两 边 整 体 次 数 为 2m 十 1 次 的 项 
XT yt 7 
中 去 寻找 。 Shisholm 的 办 法 是 从 关于 x 和 Y 对 称 的 角度 。 而 令 
m 对 项 | 
XT yt rt yr (7 一 1。2,，.-。，11) (5,51) 
系数 的 积 相 等 来 补偿 这 个 差额 。 


如 朵 我 们 定义 z 
z 一 bys 二 0 (7 二 m 或 86> m)、 (5.52) 


则 由 (5.50) 和 (5.51) 的 考虑 ,所 得 线性 方程 组 为 
六 3 Porcr -aas 加 drs 


本 a=0 t=0 


77,6=0,1,. 21<7y 十 5 过 2m) (5.53) 


和 
bp 2 (Borer ns + PY 0。 
Ss=0 T=0 
(7 ~ 1， 人 了 十 8 一 2 十 1). 《5.54) 


方程 组 (5.53) 可 确定 m(m 十 2) 个 系数 [a1] (7， 3 一 0。1， 
m; 72 十 忆 关 0)， 琵 下 m(m 十 1) 个 方程 同 (5. 5 的 mm 个 方程 一 
起 确定 除去 各 以 外 的 w(m 十 2) 个 系数 {bor}。 

方程 (5.52) 等 价 于 (5.53)。 为 了 说 明 (5.54) 的 意思 ,把 (5.50) 
修正 为 : : 
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{5 人 


一 : 5 Co 人 十 olx’y 2m™Y? ，s(zrypmtrD]， 《5.55 ) 


其 中 符号 5S 表示 由 (5. 51) 所 界定 的 对 称 项 系数 和 相等 的 意思 . 

为 说 明 这 里 的 意思 ,我 们 以 ha《x，y) 为 例 来 说 明 : 于 (5.55) 
-中 令 ， *» 》， 4 ， x yy 各 项 系数 分 别 相等 而 得 到 (注意 (5. 48) 式 ) 
| But cu 一 lo， 


1 十 cu 一 os» 


bi 十 ucu 十 bucw 十 cu 一 Zu (5.56) 
Cdn 十 Co 一 一 0 ， | 
i i c 二 cs 一 0 


这 是 由 (5. 53) 式 得 到 的 五 个 方程 ,还 有 一 个 ( 因 m 一 1) 由 (5.54) 
式 所 给 出 的 方程 
(ca 二 cw) (cst cb tt (cn 十 ca)pu 
十 《cu 十 co)bu 一 0，。 四 -| (5.57) 


是 按 xw*y，xy 系数 和 相等 而 导出 的 . 

不 难看 出 ,确定 44, 4aw, bw, bw 的 那些 方程 丛 好 是 在 (5. 50) 中 
令 3 一 0 或 xx 一 0 而 对 应 的 两 个 一 元 [1/1]Pade 逼近 所 赖 以 确 
定 的 那些 方程 。 

从 (5.50) 或 (5. 55) 不 难看 出 ， 当 令 其 中 的 zx 一 0 或 ?一 0 时 ， 
相应 的 二 元 Pade 逼近 恰好 退化 为 一 元 的 主 对 角 线 逼近 。 

注意 到 在 (5 36) 和 (5.57) 中 ， 其 最 高 阶 项 系数 偶 (cas ca) 仅 
出 现在 组 合 (cw 十 ca) 中 。 对 一 一 般 情况 而 言 。 最 高 阶 系数 介 
(Commits Cam biasa ) 仅 会 出 现 砚 在 组 合 项 

(Casimir 十 co on) 《5.58) 

之 中 即 出 现在 (5 54) 中 > 而 不 出 现在 (5: 53) 中 。 
.不 面 讨 论 多 元 .Pade 有 至 近 的 不 变性 质 。 

考虑 二 元 变量 蔡 换 


- 0:。 


Au Ay: 0 
= 一 -一 > (4 和 0) . 5.59 
l 一 Ba， 7 了 ) ) 


?将 变 时 区 换 (5.59) 代入 二 元 [m/w] Pade 逼近 式 (5.47), 可 得 


b> dA) 一 Bu)™*(Ao) (1 一 on 


Bm, mW, 2 ) 三 = > 


3 bor(Au) (1 一 Bu)” (Av) (1- — Ce) 


,T= 0 


1 


DD dvurv | 
= 2 一 一 《5.60) 

3 D ttt 
上 述 有 理 分 式 的 分 子 、 分 母 中 关于 « 和 的 最 高 次 宕 均 为 im 和 
v”"。 也 见 它 和 (5.47) 具 有 相同 的 形式 . 

今 将 变换 (5.59) 代 入 (5.46) 式 ,可 得 - 本 
< Au \*/ Av \s 
和 Cop (至 - 全 (40) > 了 《3.61 ) 


并 用 二 宙 民 开 C1 一 Bo 和 一 CO- 则 可 和 到 关于 
v 的 一 个 形式 圳 级 数 


Y， Cet so (5.62) 
如 果 我 们 能 够 指出 ,gus(4,v) 满足 相应 于 震级 数 (5.62) 的 方程 组 
《5.53) 和 (5.54) , 则 gm(#%, 2z) 也 就 是 震级 数 (5.62) 的 [m/1m] Padk 
逼近 了 。 
显然 ,在 (5.61) 中 系数 csos 仅仅 会 影响 (5.62) 中 的 系数 
Cen < 之 4, | > P). z 
如 果 定义 重 级 数 
3 Yu yy” = = > MI 


Ray Pm 


{3 


[> ooy | | 3) cee] (5.63) 
arb=y : 


T= 


* 寺 BR} - 


则 方程 组 (5.53) 和 (5.54) 能 表示 成 z 
7 一 0 (ktv 2m) (5.64) 
和 | 
Tamtia EF Yimti_pn 一 0 (= 1, 2。 ,mm)。 (5.65) 
由 (5.60), 并 用 (1 一 Bx)”(1 一 Cv)” 先 (5.63) 得 到 
bp a Au) (1 一 Bu)”" *(Av)’(l 一 CC) 


me PO 


TO 


x | 二 “8 (A 一 2) (A 2 cz )| 


一 三 一 ( > Baru ") 3 eigens) : (5.66) 


Ss Fe0 


+| > 2) be(Au) (1 一 Bu)™-(Av)’ 0 cam- | 


天 人 》， Tom27。 
考察 上 式 中 wz” 的 系数 ,可 得 
， /mur 
ya 一 2, 之 ) 


Y=0 和 mm . 7 


mr 一 2 十 加 
x ( 8 ) Art™ (BB) (CI Ya re-s 


,二 0(P> 六 或 2 全 m, pt ve 2m), 
由 (5.64) 可 推 知 | 
7 一 0 (4 十 业 < 2m). 站 -(5.68) 
类 似 地 有 : 
Y= ty (十 2 一 2 十 1)， 《5.69 ) 
从 而 


* 上 和 


y 2m+tng 中 0 0 《NT mM)。 (5. 70) 

比较 (5.68)，(5.70) 和 和 (5.64)，(5.65) 即 可 得 到 这 些 方 稳 在 严 扫 

(5.59) 下 的 不 变性 ,此 中 z 
定理 2452 重 级 数 (5. 48) 在 变换 (5 59) 下 所 得 重 级 数 (5.62) 

的 [m/m] Pade 遂 近 gmm(4，v) 恰好 为 


1 (A -和 ) 
om™ — Bu l~Cyv 


即 主 对 角 线 道 近 在 变换 (5. 59) 下 是 不 变 的 。 


。 重 级 数 (5.46) 的 倒 级 数 六 droxrye 满足 形式 等 式 


( 5 ceroyp ) (> drox"y) ss 1, : 


qsm0 


系数 {dys} 满足 方程 组 
> 了 Cr, -tr wt ‘0 (pp 十 » > 1), 


如 时 形式 地 用 “如 dsxt 去 和 (5.63) 式 , 则 可 得 
- 语 各 ( 训 oe 
TT > por ”一 ( 3 dvr yy” ) z (5.71) 


Mp y= 


x (= ry 
Y=0 SpermO 


由 (5.64) 推 知 
7ym 一 0 (gt py» 2m), (5.72) 
yo 一 一 Yi (ptv= 2m+ 1). 加 
于 是 根据 (5.65) 式 得 到 
Tramtia Tt Tamtimn = 0, (5.73) 


奖 系 式 ( 7 G5. 72),(5.73) 说 明 倒 级 数 
> drat 人 


的 | [ya] padé ; 通过 是 [fn,mlx » y)]-. 此 即 为 
定理 2554 重 级 数 (5. 46) 的 倒 级 数 


> rar yy (5.74) 
的 主 对 角 线 逼近 恰 为 
- [fom ry 7)]™ (5.75) 


其 中 jn(z。?) 为 (5.46) 的 [m/m] Pade 逼近 式 。 
顺便 指出 ,如 果 fx。y》 由 于 列 形式 寡 级 数 所 给 出 


f(x,y) = >， 3 ci 多 


i=0 j=0 


Ry 


k=0 j=0 


一 3 nm(2) ). (5.76) 
Schwartzpa 指 出 ,可 以 把 上 述 寒 级 数 视 为 单 变量 x 的 宕 级 数 ,其 系 
数 为 (之) 的 多 项 式 ， 他 还 指出 关于 一 元 有 理 逼近 的 方法 。 例 如 
‘Wynn 的 e 算法 (参阅 文献 [77] 和 [70]) 都 是 适用 的 。 由 此 我 们 也 
可 相应 建立 一 批 多 元 有 理 逼 近 的 计算 方法 
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